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iii INHALTSVERZEICHNISVorwort
In diesem Vorwort zu meiner Promotionsarbeit m ochte ich zun achst einiges
zur Geschichte der Physik erz ahlen, genauer zur
Geschichte der Elementarteilchenastrogravitationsphysik.
Die Geschichte der Physik, die sich heutzutage aus vielen Teilgebieten zu-
sammensetzt, war fr uher bei Demokrid (ca. 400 v. Chr.) noch viel weniger
untergliedert, und sogar gesamte Wissensgebiete (Fach-Bereiche) waren in-
einander faden- ahnlich verwoben. Demokrid hatte die Vorstellung, dass alle
materiellen K orper aus unteilbaren, kleinsten Teilchen zusammengesetzt sind
{ den Atomen (atomos ^ = unteilbar), die er in vier Gruppen einordnete; die
Feuer-, Wasser-, Erde- und Luft-Teilchen. Beim Erschaen dieser Idee war
ihm wichtig, dass er mit Hilfe dieser theoretischen Erkenntnis imstande war
Vorg ange beschreiben zu k onnen, die ihn und seine Umwelt direkt betrafen
(wie z.B. Feuer-Entstehung beim Brennen von trockenen Holz, Metall Eigen-
schaften (siehe [1]). Man k onnte auch sagen, dass Demokrid  uber die Frage
nach dem Wesen der Materie nachdenken konnte, weil er Vorg ange in seiner
(ihm nahen) Natur genauer verstehen wollte.
Da der Titel meiner Promotionsarbeit "Eigenschaften von kompakten
Sternen in quantenchromodynamisch motivierten Modellen" lautet, stellt
sich hier nat urlich sofort die Frage, inwieweit denn solche theoretischen  Uber-
legungen etwas mit einem Verstehen der wirklichen Vorg ange in der Natur
zu tun haben, bzw. in welcher Weise denn Naturwissenschaftler heutzutage
zu ihrem Fragen gelangen, und ob man dann mit diesen theoretischen Ideen
die Welt und ihre Zusammenh ange besser (einfacher) verstehen kann. Einer-
seits gilt sicher, dass die Fragen die man sich zu Demokrids Zeiten stellte
noch viel direkter mit dem t aglichen Empnden verbunden waren als sie das
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heute sind, andererseits hat sich in den letzten 24 Jahrhunderten viel in der
Beschreibung ge andert was Natur ist und man besitzt heutzutage viel mehr
M oglichkeiten als damals, neue theoretische Ideen auf ihren Wahrheitsgehalt
hin zu untersuchen.
Anhand der historischen Entwicklung der Elementarteilchen Physik m ochte
ich nun beschreiben, wie sich das Bild der kleinsten, elementaren Teilchen
gewandelt hat und beschreiben, wie man sich heutzutage elementare Mate-
rie/Kr afte vorzustellen hat.
Ende des 19.Jahrhunderts erkannte Sir J.J. Thomson mit Hilfe von Ka-
thodenstrahlexperimenten, dass sich die Atome aus noch kleineren Teilchen
zusammensetzen. Er stellte sich das Atom (statisches Atommodell, Wasser-
melonenmodell) als eine Kugel vor, die aus einer massiven, positiv geladenen
Substanz besteht, in deren Inneren sich gleichm aig, negativ geladene Teil-
chen benden, denen er den Namen "Elektronen" gab. Anhand von Atom-
Streuexperimenten gelang es einem Sch uler von Thomson (Ernest Ruther-
ford) das statische Atommodell zu widerlegen. Die Resultate seiner experi-
mentellen Arbeiten lieen ihn schlieen, dass das Atom aus einem winzigen
positiv geladenen, massiven Kern besteht, um den die negativ geladenen
Elektronen herum-kreisen. Anfang des 20. Jahrhunderts revolutionierte die
Quantentheorie die gesamte Physik und hatte zur Folge, dass auch die Vor-
stellung des Atoms ver andert wurde. Das Atommodell von Niels Bohr (1913)
bestand ebenfalls aus einem winzigen, positiv geladenen, massiven Kern, je-
doch kreisten die Elektronen nicht mehr auf klassischen Bahnen um diesen,
sondern man durfte sich die Elektronen nicht l anger als klassische Teilchen
mit festen und unabh angigen Orten und Impulsen vorstellen; im Bohrschen
Atommodell hielten sich die Elektronen in gequantelten Zust anden auf. 1920
erkannte Rutherford, dass sich die Atomkerne aus noch "elementareren" Teil-
chen zusammengesetzt sind { den neutralen Neutronen und den positiv ge-
ladenen Protonen { und das diese durch eine starke Wechselwirkung zusam-
mengehalten werden. 1936 stellte Yukawa die Idee eines Austausch-Teilchens
vor, das der Tr ager dieser starken Wechselwirkung sein sollte; dieses Teilchen
(-Meson) wurde 1948 entdeckt. Neben der Quantentheorie revolutionierte
in dieser Zeit Epoche noch eine andere Idee die gesamte Physik { die Re-
lativit atstheorie. Schon 1928 arbeitete Paul Dirac an einer relativistischenv
Quantentheorie und er fand als ein Ergebnis dieser Arbeiten, dass es zu je-
dem elementaren Teilchen ein zugeh origes Antiteilchen geben sollte, das die
gleichen Eigenschaften wie das Teilchen hat, jedoch entgegengesetzte Ladung
tr agt. 1955 wurde das erste Antiteilchen (Antiproton) gefunden. 1931 erkann-
te Pauli, dass bei einigen elementaren Prozessen (z.B. -Zerfall des Neutrons)
Energie und Drehimpuls nicht erhalten sind. Er postulierte deshalb die Exi-
stenz eines Teilchens (Neutrino), das einer schwachen Kernwechselwirkung
unterliegt und korrigierte so die anscheinenden Energie und Drehimpulsver-
letzungen { das Neutrino wurde 1953 nachgewiesen. Durch die technischen
M oglichkeiten, die sich durch Teilchenbeschleunigeranlagen ergaben, folgte
eine wahre Flutwelle von elementaren Teilchen (siehe Tab. A.1 im Anhang
A), deren Anzahl die Zahl der Elemente im Periodensystem bei weitem  uber-
stieg. Obwohl die meisten dieser hadronischen, 'elementaren' Teilchen sehr
kurzlebig sind und alle Atomkerne, der auf der Erde existierenden Elemente,
lediglich aus Nukleonen zusammengesetzt sind, verkomplizierten sie das Bild
der elementaren Materie sehr. Anfang der sechziger Jahre erkannte man je-
doch, dass man viele dieser 'elementaren' Hadronen in Gruppen (Multiplets)
zusammenfassen konnte, die mathematisch durch die SU(3)-Symmetrie ver-
kn upft sind. Unabh angig voneinander fanden Gell-Mann und Zweig, dass
sich viele der Eigenschaften von Hadronen zwanglos erkl aren lassen, wenn
man annimmt, dass alle Hadronen sich aus noch kleineren Grundbaustei-
nen zusammensetzen. Gell-Mann gab ihnen den Namen 'Quarks', nach ei-
nem Wortspiel in Finnegan's Wake von J.Joyce. Im Laufe der Zeit best atigte
und verfestigte sich dieses Bild der elementaren Materie. Durch eichtheo-
retische, mathematische Formulierungen erkl arte man in der Folgezeit, in
welcher Weise die fermionischen Elementarteilchen ihre Kr afte untereinan-
der vermitteln, und gelangte so zu den vier fundamentalen Wechselwirkun-
gen: Die starke Kernkraft (QCD: Quanten Cromo Dynamik), die schwache
Kernkraft, die elektromagnetische Wechselwirkung und die Gravitation. In
der elektroschwachen Theorie gelang es dann die elektromagnetische und die
schwache Wechselwirkung zu vereinheitlichen (n aheres siehe [2]).
Heutzutage setzt sich nach Ansicht vieler Physiker die elementare Mate-
rie aus den folgenden Bestandteilen zusammen (siehe Tab. A.2 im Anhang
A). Elementare Materie kann man grob in zwei Arten von Teilchen eintei-vi VORWORT
len: die Fermionen, aus denen die gesamten Atome zusammengesetzt sind
und die Eichbosonen, die f ur die Wechselwirkungen (Kr afte) verantwortlich
sind (n aheres siehe Kapitel 1). Interessant ist hierbei, dass sich die gesam-
te hadronische Materie aus sechs unterschiedlichen Quark zusammensetzt.
Jedes barionische Teilchen besteht aus drei Quarks, die ihrerseits neben der
elektrischen Ladung eine weitere Ladung tragen, die Farbladung. Diese Farb-
ladung kann man jedoch in der Realit at nicht experimentell erschlieen, da
die Quarks und gleichzeitig der Raum der Farbladung abgeschlossen (eng.
conned) ist. Die Quarks gruppieren sich stets in einer Weise, dass das ent-
stehende hadronische Teilchen farbneutral (weiss) ist. Die Wechselwirkung,
die diese Eigenschaften der Quarks verursacht ist die starke Kraft, die durch
die Quantencromodynamik (QCD) beschrieben wird. Zu glauben, dass das
gegenw artige Bild elementarer Teilchen ein Endg ultiges ist, kann man { be-
trachtet man die Geschichte { nicht erwarten, und es zeichnen sich schon
jetzt neuere, noch spekulative Sichtweisen ab, wie z.B. die Stringtheorie oder
die Supersymmetrie. Da jedoch diese interessanten Ans atze noch weit ent-
fernt von einer experimentellen Evidenz sind, basiert diese Promotionsarbeit
haupts achlich auf dem dargestellten Elementarteilchen-Bild, das man das
'Standardmodell der Elementarteilchenphysik' nennt.
Da sich die Resultate dieser Arbeit auf die Eigenschaften von kompak-
ten Sternen beziehen, werde ich im folgenden einen kurzen Umriss  uber die
astrophysikalische Relevanz solcher Objekte geben, und somit die neuere Ge-
schichte der Astro- und Gravitationsphysik, die im Zusammenhang mit kom-
pakten Sternen steht, streifen.1
Nachdem sich Galileo Galilei zun achst ausgiebig mit Pendelversuchen und
Schwerkraft Experimenten befasst hatte, wurde 1604 seine Aufmerksamkeit
auf astronomische Ereignisse verlagert, als er eines Abends ein Au
euchten
eines Sterns beobachtete; an diesem Abend muss wohl eine Nova Explosion
in unserer Milchstrae oder in der Magelanischen Wolke stattgefunden ha-
ben. F ur die heilige Inquisition war dies eine sehr beunruhigende Tatsache,
da sie den Sternenhimmel als etwas Gottgegebenes, unab anderbares ansah.
1Die Wurzeln der astronomischen Forschung sollen hier nicht betrachtet werden. Einen
interessanten Einblick in die arabische Astronomiegeschichte vor Erndung von teleskopi-
scher Hilfsmittel ist z.B. in [3] zu nden.vii
Galilei baute drei Jahre sp ater das erste Teleskop und betrachtete mit die-
sem unseren Mond und die Planeten unseres Sonnensystems. Im Laufe dieser
Forschungen gelangte er zu der  Uberzeugung, dass sich die Erde um die Son-
ne dreht, und widersprach somit der christlichen Auassung, dass die Erde
der Mittelpunkt der Welt sei. Im Alter von 69 Jahren wurde er vom Ge-
richt der heiligen Inquisition wegen Ketzerei verurteilt und musste kniend
eine Abschw orungsformel sprechen, in der er seine Forschungsergebnisse be-
stritt. In seinen folgenden Lebensjahren erblindet Galilei und wurde, durch
den ihm auferlegten Hausarrest, zunehmend lebensm uder. Im selben Jahr
in dem Galilei stirbt, wird von einem Bauern-Ehepaar in Lincolnshire Isaac
Newton geboren. Nachdem Newton sein Bachelor of Arts in Mathematik
bestanden hatte, wurde er 1665 { aufgrund der ausufernden Pest in Lon-
don { gezwungen in seinen Geburtsort zur uckzugehen. In dieser l andlichen
Abgeschiedenheit gelang es ihm innerhalb von nur 18 Monaten seine Grun-
dideen zur Dierential- und Integralrechnung zu formulieren und auerdem
eine neue Gravitationstheorie zu entwerfen, in der er die Schwerkraft- und
Fallgesetze auf der Erde in Zusammenhang mit den Kepplerschen Gesetzen
der Planetenbewegungen brachte. In seinem 1687 erschienenen Hauptwerk
"Mathematische Prinzipien der Naturlehre" beschreibt er die Gravitation als
eine Kraft zwischen je zwei massiven K orpern, die durch den leeren Raum
hindurch ohne Vermittlung eines Mediums instantan wirkt. 1905 formuliert
Albert Einstein die spezielle Relativit atstheorie. Eine Hauptaussage in die-
ser Theorie ist die  Aquivalenz von Masse und Energie (E = mc2). Anhand
dieser Gleichung erkannte Einstein, dass man die Newtonsche Gravitations-
theorie verallgemeinern musste, da nicht allein die Eigenschaft der Masse
eines K orpers, sondern sein gesamter Energieinhalt die Gravitationskraft be-
stimmt. 1915 stellte Einstein die Allgemeine Relativit atstheorie vor, in der
jeder K orper das raumzeitliche Mafeld in seiner Umgebung verzerrt, und
dadurch zwischen den K orpern eine Wechselwirkung vermittelt wird { die
Gravitationskraft. Alle bisherigen Experimente zeigen die Richtigkeit der
Einsteinschen Gravitationstheorie (n aheres siehe Kapitel 2). Schon 1916 fand
Schwarzschild eine exakte L osung in der Einsteinschen Theorie, die das Gra-
vitationsfeld eines Massenpunktes beschreibt, und die die bemerkenswerte
Eigenschaft eines Ereignishorizontes besitzt. Die Raumzeitstruktur um einenviii VORWORT
solchen Massenpunkt erscheint f ur einen  ausserer Beobachter in zwei Be-
reiche aufgeteilt. In einen inneren, abgeschlossenen Bereich, aus dem in ihm
enthaltene Teilchen nicht entweichen k onnen und aus einem  ausseren Bereich,
dessen Informationen f ur den Beobachter zug anglich sind. Aufgrund dieser
Eigenschaften bezeichnete erstmals A. Weehler ein solches Objekt als ein
"Schwarzes Loch". Durch die experimentelle Entdeckung des Neutrons stimu-
liert, spekulierte Landau 1932  uber die M oglichkeit eines kompakten Sterns
bestehend aus Neutronen. 1933 wurde erstmals von Baade und Zwicky die
Supernova{ Erscheinung in Zusammenhang mit einem Sternkollaps zu einem
Neutronenstern erkl art. Die f ur die allgemeinrelativistische Beschreibung ei-
nes so kompakten Sterns n otige Innenrauml osung der Schwarzschildmetrik
wurde 1939 von Tollman Oppenheimer und Volko gefunden. 1967 entdeck-
te J.Bells - die zu dieser Zeit eine Studentin bei Antony Hewish war - eine
periodisch wiederkehrende Radiostrahlung aus dem All. Die ersten Monate
nach dieser Entdeckung dachte man zun achst, dass man hier einen Beweis
der Existenz ausserirdischer Wesen gefunden h atte, so dass ihre Ergebnisse
geheim gehalten wurden. Als man jedoch weitere solcher Pulsare aufsp urte
und eine Geheimhaltung immer mehr Aufwand erforderte, wurde eine nat urli-
che Quelle immer wahrscheinlicher, an derem Ende die Erkl arung als schnell
rotierende Neutronensterne stand. 1974 erkannte S. Hawkings, dass schwar-
ze L ocher nicht wirklich schwarz sind, sondern in geringf ugiger Menge eine
Quantenstrahlung abgeben, die Hawkingsstrahlung. 1979 konnten Hulse und
Taylor indirekt zeigen, dass der Bin arpulsar PSR1913+6 Gravitationswellen
ausstrahlt; 1995 wurde f ur diese Entdeckung der Nobelpreis verliehen. Im
gleichen Jahr wurde von N. Glendenning eine neue Beschreibung entwickelt,
die die physikalisch richtige Formulierung lieferte, mit der man im Inne-
ren von Neutronensternen einen Hadron-Quark{Phasen ubergang beschreibt.
Die M oglichkeit einer dritten Familie von Sternen ergab sich, die Hybrid-
oder Quarksterne. In der Folgezeit werden astrophysikalische Nachweise ei-
nes Hadron-Quark{Phasen ubergang diskutiert (wie z.B. der "Spin-up-" und
der "Twin star-" Eekt) und neue astrophysikalische Erscheinungen durch
diesen Phasen ubergang erkl art (Hubble's strange star, Quasiperiodische Os-
zillationen, Glitches, Hypernova, Gamma-Ray-Bursts ...; siehe Kapitel 3 und
Anhang C). In diesem Zusammenhang sind weitere interessante astrophysi-ix
kalische Fragen die Suche nach dem Nachweis schwarzer L ocher (wie z.B. bei
Cygnus X-1 im Zentrum unserer Galaxie), Graviationslinsen Eekte und der
direkte Nachweis von Gravitationswellen mittels interferometrischer Gravi-
tationswellen Detektoren (Geo600, Virgo, LigoI+II, Lisa).
Anhand dieser Zusammenstellung geschichtlicher Abl aufe erkennt man
(und gerade der Laie) sofort, dass die Macht des Spezialisierungsprozesses
anscheinend unaufhaltsam die Beschreibung physikalischer Zusammenh ange
beherrscht und dadurch stark verkompliziert. Die derzeitige Situation inner-
halb der Physik spiegelt den Zustand extrem spezialisierter Wissensgebiete
wider (Elementarteilchenphysik, Kernphysik, Gravitationsphysik, Astrophy-
sik, Laserphysik, Plasmaphysik, ... Computerphysik, usw.). Interdisziplin are
physikalische Forschung gelingt nur den wenigsten Wissenschaftlern obwohl
gerade innerhalb dieser Wissens-Schnittmenge die speziellen theoretischen
Vorhersagen am eektivsten  uberpr uft werden k onnen. Als interdisziplin are
Forschung kann man jedoch ein solches Zusammenf ugen innerhalb der Teil-
bereiche der Physik nicht bezeichnen; sie beginnt erst dann, wenn man sich
vom k unstlich eingef uhrten Kategorienschema der Fachbereichsuniversit at
befreit und als Mensch versucht die Welt zu begreifen. Die theoretische Suche
nach der einheitlichen Beschreibung aller bekannten Kr afte, kann nach meiner
Meinung nur auf dem Weg einer interdisziplin aren physikalischen Forschung
erreicht werden { eine 'Weltformel' jedoch wird diese mitnichten darstel-
len. Eine zukunftsorientierte, moderne Universit at die geschichtliche Zusam-
menh ange ernst nimmt und verantwortungsvoll die zuk unftige Entwicklung
verstehen und ver andern will, muss einen interdisziplin aren Austausch sich
noch fremder Wissensgebiete und Kulturen erm oglichen. Ein zeitliches voran-
schreiten der Spezialisierung f uhrt von vorne herein auswegslos in eine Sack-
gasse; ein Innehalten dagegen und ein verantwortungsvolles Zusammenf ugen
der voneinander abgegrenzten Teilbereiche ist die zuk unftige Hauptaufgabe
der Forschung. Beim Einschlagen eines solchen Weges betritt der Forscher
f ur ihn unerforschtes Terrain.
Wie man anhand der Entwicklung der Astro- und Gravitationsphysik
erkennt, sind die heutigen Fragen dieses Physikbereiches (der sich mit der
Erforschung der Gesetze von gror aumigen Strukturen befasst), nicht mehr
unabh angig von den Erkenntnissen der Elementarteilchen Theorie zu be-x VORWORT
antworten, sondern gerade in der Zusammenf ugung dieser so unterschiedli-
cher Bereiche der Physik, kann man sich in Zukunft die fruchtbarsten und
best andigsten Erkenntnisse erhoen. Kurzgefasst besteht das Hauptanliegen
dieser Arbeit darin, die Gravitationstheorie, beschrieben durch die Allge-
meine Relativit atstheorie, zu nehmen und diese mit den neusten Ideen der
Elementarteilchen Theorie zu verbinden. Die theoretischen Ergebnisse, die
durch ein solches Zusammenf ugen nummerisch erzielt werden, sollen dann
mit der astrophysikalischen Realit at konfrontiert werden um sie auf ihren
Wahrheitsgehalt hin zu  uberpr ufen.
Bevor ich jedoch zu diesen Kapiteln der Resultate und Ergebnisdiskussio-
nen komme (Kapitel 3), m ochte ich in den beiden folgenden Kapiteln die Ele-
mentarteilchen Theorie und die Allgemeinen Relativit atstheorie in ihrer ma-
thematischen Formulierung darstellen und ihre wesentlichen physikalischen
Folgerungen erl autern. Diese beiden einf uhrenden Kapitel wurden so allge-
meinverst andlich wie m oglich gehalten, so dass auch Physikern, die nicht
gerade auf diesem Spezialgebiet forschen eine M oglichkeit gegeben wird die
wesentlichen Aussagen zu erfassen.2
2Interessierten 'Nicht-Physikern' und Laien empfehle ich jedoch, wenn  uberhaupt, le-
diglich die Einf uhrungen zu den jeweiligen Kapiteln zu lesen. Eine allgemeinverst andliche
Version dieser Doktorarbeit ist erh altlich unter:
http://www.th.physik.uni-frankfurt.de/hanauske/Thesis.htmlKapitel 1
Elementarteilchen Theorie
1.1 Einf uhrung
Woraus besteht die Welt? { Das ist wohl die grunds atzlichste und best andigst
wiederkehrende Frage innerhalb der theoretisch physikalischen Forschung.
Woraus besteht der Tisch vor Ihnen, woraus besteht die Wand, woraus be-
steht die Luft die Sie atmen, woraus unsere Gedanken und woraus besteht
diese Arbeit? 'Aus unterschiedlichen Verk orperungen der Energie' ist wohl
die treenste Antwort und nach meiner Meinung die Best andigste. Die ver-
schiedenartigsten Erscheinungsformen der Energie, die wir als Beobachter der
Welt wahrnehmen, sind nach meiner Meinung vom urspr unglichen Wesen her
nichts unterschiedliches; sie sind die gleiche Sache in einer unterschiedlichen
Form.
Innerhalb dieses Kapitels m ochte ich Ihnen jedoch einen andersartigen,
teilchenphysikalischen Einblick in das Wesen der Materie1 vorstellen, der auf
dem folgenden Prinzip basiert:
'Die Antwort woraus die Welt besteht erf ahrt man auf dem Weg der Teilung
der Materie - auf dem Weg der konzentrierten Fokussierung'. Ich spreche
hier von dem eingeschlagenen Weg der theoretischen Physik, die Materie in
ihre elementaren Grundbausteine zu untergliedern. Jegliche Materieformen
besitzen chemische Zusammensetzungen2, sind aus Molek ulen zusammenge-
1Ich benutze hier und im folgenden den Einstein'schen Materiebegri, wobei jegliche
Energieformen Materie sind.
2Wenn sich die jeweilige Materieform nicht direkt aus elementaren Teilchen zusammen-
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setzt, die ihrerseits aus Atomen bestehen. Das Periodensystem der Elemente
fasst die uns bekannten Atome zusammen. Die Atome selbst bestehen aus
einem Atomkern und einer Ansammlung von Elektronen, die sich in wei-
tem Abstand vom Kern aufhalten. Ca. 99:9 Prozent der Materie bendet
sich sehr konzentriert im Atomkern, wobei seine Gr oe gerade mal 1=100000
der Atomgr oe entspricht. Atomkerne sind wiederum zusammengesetzt; sie
bestehen aus Neutronen und Protonen. Das eigentlich interessante geschieht
nun, wenn man versucht die Protonen und Neutronen weiter zu untergliedern
{ denn eine weitere Teilung ist experimentell nicht m oglich. Diese experimen-
telle Unm oglichkeit der weiteren Teilung ist auch theoretisch verstanden und
kann anschaulich wie folgt illustriert werden: Man nimmt hierbei an, dass
das Neutron bzw. Proton doch aus noch fundamentaleren Teilchen zusam-
mengesetzt ist; diese nennt man Quarks - jeweils drei Quarks bilden ein
Neutron. Die Quarks besitzen jedoch eine Eigenschaft, die es in der uns di-
rekt zug anglichen erfassbaren Welt nicht gibt. Aufgrund dieser Eigenschaft3
kleben die Quarks so fest aneinander, dass man sie nur unter gewaltigem
Energieaufwand voneinander abl osen kann. Die verwendete Energie, die man
zur Trennung ben otigt muss jedoch sehr konzentriert und fokussiert sein, so
dass diese wiederum materialisiert und Quarks erzeugt, die an das Quark, das
man abl osen wollte ankleben. Man trennt somit nicht das Neutron in seine
Quarkteilbausteine auf, sondern erzeugt weitere Teilchen. In seinen H anden
h alt man nach einem solchen Teilungsversuch nicht drei einzelne Quarks, son-
dern zwei oder mehr Neutronen, oder andere uns schon bekannte Teilchen.
Dem Prozess der Teilung der Materie ist demnach eine nat urliche Schranke
gesetzt, die es als Beobachter im 'Hier und Jetzt' nicht zu  uberschreiten ge-
lingt. Man kann mit der Welt der Quarks nicht direkt kommunizieren, d.h.
man kann experimentell nichts direkt  uber die Quarks und den Quarkkle-
ber erfahren. Andererseits gilt  ahnliches auch f ur die Welt der Quarks. Die
Quarks k onnen nie alleine auftreten, sondern m ussen sich zu zweier oder
dreier Gruppen verkleben. Diese Quark Gruppen m ussen stets so gebildet
setzt.
3In der physikalischen Beschreibung wird diese Eigenschaft als 'Farbe' bezeichnet. Je-
des Quark kann entweder die Farbe rot, gelb oder blau besitzen. Der umgangssprachlich
benutzte Begri Farbe hat nichts mit diesem elemtaren Farbbegri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werden, dass die uns nicht zug angliche, fremde Eigenschaft der Quarks sich
innerhalb der Gruppe gerade neutralisiert. Wir als Beobachter nehmen dann
nur die neutrale Quark Gruppe wahr, z.B. das Neutron oder Proton, oder ein
anderes uns bekanntes Teilchen. Die uns fremde Eigenschaft der Quarks kann
man auch als weiteren Freiheitsgrad, als zus atzliche Dimension verstehen.
Wir als Beobachter unserer Welt k onnen nicht in diesen extra-dimensionalen
Raum eindringen; die Quarks und ihr Kleber, k onnen sich dagegen nicht von
ihren zus atzlichen Dimensionen befreien.
Dies alles hielt jedoch die Gedankenwelt der theoretischen Physik nicht
davon ab, sich eine mathematische, quantitative Theorie zu konstruieren, die
gerade die Wechselwirkung der Quarks durch den Kleber beschreibt { die
so genannte QuantenCromoDynamik (QCD) oder starke Kraft. Sie ist die
st arkste aller uns bekannter Kr afte und beschreibt, wie es zu der Abgeschlos-
senheit der Quarks zu farbneutralen Gruppen kommt. In dieser Theorie wird
das Neutron und das Proton aus drei (so gut wie) energielosen (masselosen)
Quarks zusammengesetzt, die durch Klebe-Teilchen (Gluonen) so zusammen-
gehalten werden, dass die uns unbekannte Eigenschaft der Quarks (Farbe)
neutralisiert wird. Die hohe Masse (Energie) des Neutrons bzw. Protons ent-
steht demnach nicht durch die Masse der Quarks, sondern durch den der Welt
auferlegten Zwang, die uns nicht zug angliche Eigenschaft der Quarks zu ver-
bergen. Die Quarks bewegen sich irrsinnig schnell (nahe der Lichtgeschwin-
digkeit) in ihrem "extra-Dimensionsk ag", und wenn sie diesem entkommen
wollen, werden sie durch den Kleber der starken Kraft zur uckgezogen. Um ein
solches, st andig im Kampf bendliches System aufrecht zu erhalten ist eine
gewaltige Energie erforderlich { diese Energie ist es, die dem Neutron bzw.
dem Proton die hohe Masse verleiht. Die gesamte Energiewelt der Quarks
wird also durch den Zwang der Welt, den Raum der Farbdimensionen nicht
wahrnehmen zu d urfen, in eine gewisse Form gebracht. Woraus besteht die
Welt? { Aus unterschiedlichen Verk orperungen der Energie.
1.2 Elementare Teilchen und Kr afte
Wie wir in der Einleitung sahen, bestehen jegliche Bestandteile der Welt
grunds atzlich aus Energie. Bei der Beschreibung von Prozessen und Vorg angen4 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
in der Welt hilft uns diese tiefe Erkenntnis jedoch meist nicht weiter. Es wird
das derzeitige Elementarteilchen Bild nochmals zusammengefasst. Zun achst
untergliedert man die elementaren Teilchen grob in zwei Arten { die Fermio-
nen und Bosonen. Fermionische Teilchen besitzen ungeraden Spin (1=2;3=2;
5=2;:::), bosonische Teilchen besitzen geraden Spin (0;1;2;:::). Fermionische
Teilchen gleicher Spinrichtung k onnen, aufgrund der Symmetrie Eigenschaft
ihrer Zustandsfunktion  , sich nicht im gleichen Zustand aufhalten; boso-
nische Teilchen dagegen k onnen dies. Die elementaren bosonischen Teilchen
stellen die Kr afte der Welt dar. Die Photonen sind die elementaren Teilchen
der elektromagnetischen Kraft. Die W+-, W - und Z0-Bosonen sind die Aus-
tauschteilchen der schwachen Kernkraft. Die starke Kraft, die zwischen den
Quarks wirkt, wird durch den Austausch von 8 Gluonen beschrieben. Das
Austauschteilchen der Gravitationskraft nennt man Graviton4. Die fermioni-
schen Teilchen sind die Grundbausteine der Welt, aus welchen die Molek ule,
Atome und Kerne zusammengesetzt sind. Sie untergliedern sich ihrerseits
in Leptonen und Quarks. Durch Analysen der kosmischen Strahlung und
irdische Beschleuniger-Experimente fand man die folgenden Leptonen und
Quarks und gliederte sie in drei Familien. Alle bekannten Elemente des Pe-
riodensystems sind lediglich aus elementaren Teilchen der 1. Familie zusam-
mengesetzt. Das Wasserstoatom z.B. besteht aus einem Elektron und einem
Proton, wobei das Proton aus den folgenden drei Quarks zusammengesetzt
ist: p := (u;u;d). Wie schon im Vorwort erw ahnt wurde, erzeugt man in Be-
schleunigeranlagen Teilchen (z.B. Hyperonen), die massiver sind als Nukleo-
nen. Diese hyperonischen Teilchen beschreibt man durch Quarkstrukturen,
die auch Quarks aus der 2. und 3. Familie beinhalten (z.B.  = (u;d;s)).
Diese Teilchen existieren jedoch unter irdischen Bedingungen nur kurzzeitig
und zerfallen schnell in Teilchen die aus Quarks der 1. Familie zusammenge-
setzt sind. Man kann sich die elementaren Teilchen der 2. und 3. Familie als
Energieanregungen von elementaren Teilchen der 1. Familie vorstellen, da sie
sich lediglich in ihrer Masse unterscheiden. Jedes elementare Teilchen besitzt
4Da es noch keine akzeptierte Theorie der Quantengravitation gibt und in der Allgemei-
nen Relativit atstheorie die Gravitationskraft als Raumzeitkr ummung beschrieben wird, ist
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ein zugeh origes Antiteilchen5, welches sich allein durch seine entgegengesetz-
te Ladung unterscheidet.
1. Familie 2. Familie 3. Familie
Leptonen
  e
e

L
, eR
  


L
, R
  


L
, R
Quarks
 u
d

L,R
 c
s

L,R
 t
b

L,R
Tabelle 1.1: Untergliederung der elementaren fermionischen Teilchen in drei
Familien. Die H andigkeit der Teilchen wird mit dem Index L f ur links
und R f ur rechts gekennzeichnet. Die Neutrinos e; und  existieren
nur im linksh andigen Zustand. Alle  ubrigen Teilchen k onnen im links und
rechtsh andigen Zustand vorliegen, sie werden wie folgt bezeichnet: e: Elek-
tron, : Muon, : Tauon, u: up-, d: down-, c: carm-, s: strange-, t: top-, b:
bottom-Quark.
Aufgrund der quantentheoretischen Erkenntnis darf man elementare Teil-
chen jedoch nicht als klassische Teilchen in unserer 4-dimensionalen Raum-
zeit auassen, sondern muss ihre Existenz als Zustand   beschreiben. Durch
den Meproze, d.h. durch das von einem  aueren Beobachter verursachte
Zwingen an das Teilchen sich zu oenbaren, wird der Zustand des Teilchens
festgelegt. In der relativistischen Formulierung der Quantentheorie erweitert
man die Zustandsfunktion   zu einem Zustandsspinor  A;A = 1::4. In der
Quantenelektrodynamik z.B. fasst man die unterschiedlichen H andigkeiten
5Antiteilchen werden im folgenden mit einer  ubergesetzten Tilde gekennzeichnet. Das
Positron, welches das Antiteilchen des Elektrons darstellt wird z.B. durch das Symbol ~ e
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des Elektrons und seines zugeh origen Antiteilchens als Zustand eines Dirac-
spinors zusammen:
 A =
0
B B
B
@
eL
eR
~ eL
~ eR
1
C C
C
A
^ =
0
B B
B
@
Linksh andiges Elektron
Rechtsh andiges Elektron
Linksh andiges Positron
Rechtsh andiges Positron
1
C C
C
A
(1.1)
Man kann dann mit ein und derselben Gleichung sowohl das Teilchen
als auch das Antiteilchen beschreiben. Die zutreende Gleichung nennt man
Diracgleichung; sie besitzt die folgende Form:6
i


A
B@ B  
m0c
~
 A = 0 (1.2)
i =
p
 1 : Imagin are Einheit
c : Lichtgeschwindigkeit
~ =
h
2
: Plank'sches Wirkungsquantum
m0 : Ruhemmasse des Fermions
 : Raumzeitindex 0...3
A;B : Diracindex 1..4
@ =
@
@x : Partielle Ableitung
 A : Fermionischer Diracspinor



A
B : Dirac Matrizen
1.3 Eichtheoretische Formulierung der bekann-
ten Kr afte
Bei der Beschreibung physikalischer Vorg ange steht man stets vor der Auf-
gabe der Modellbildung. Das Ziel eines physikalischen Modells ist es die
Vorg ange der Realit at quantitativ zu beschreiben. Ein Modell innerhalb der
6Diracgleichung eines freien (nicht wechselwirkenden) fermionischen Teichens der Ru-
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theoretischen Physik wird als 'gut' bezeichnet, wenn es einerseits m oglichst
wenige Zussatzanahmen macht, existierende Gesetzm aigkeiten nicht ver-
letzt, m oglichst einfach ist und dabei m oglichst viele Vorg ange der messba-
ren Realit at beschreibt. Bei der Modellbildung der Elementarteilchen und ih-
rer Wechselwirkungen, hat sich das im folgenden n aher beschriebene 'Euler-
Lagrange Prinzip der kleinsten Wirkung' als besonders hilfreich erwiesen7.
Die gesamte Modellbildung verlagert man hierbei in eine Funktion, die man
Lagrangedichte L nennt. Die Lagrangedichte des betrachteten Systems h angt
neben den Zustandsfunktionen   (bzw. Zustandsspinoren  A) der in dem
System bendlichen Teilchen, den zugeh origen konjugiert komplexen Funk-
tionen   (bzw. adjungierten Spinoren   A := ( 
+
A)) auch von deren raum-
zeitlichen Ableitungen  j := (@ )=(@x) (bzw.  Aj := (@ A)=(@x)) ab.
An die Lagrangedichte L werden nun die folgenden Bedingungen gestellt:
 Realwertigkeit von L
Die Lagrangedichte L muss als ganzes real sein, da bei dem sp ater n aher
beschriebenen Variationsprinzip des Wirkungsfunktionals W
W :=
Z
Ld
4x = 0 (1.3)
ein Extremum gefordert wird; bei komplexen Gr oen w are jedoch kein
Extremwert deniert.
 L ist ein Skalar bez uglich Lorentztransformation
Da die Physik unabh angig vom gew ahlten Koordinatensystem (Inerti-
alsystem) sein soll, muss L invariant bzgl. globaler Lorentztransforma-
tionen sein (n aheres siehe Kapitel 2).
 L ist ein Skalar bez uglich innerer Gruppen
Als 'innere Gruppen' bezeichne ich im folgenden Gruppen basierend
auf inneren Freiheitsgraden der Teilchen. Der innere Freiheitsgrad eines
Diracteilchen beschrieben durch den Diracspinor  A ist der Teilchen-
Antiteilchen- H andigkeitszustand, der durch den Index A am Spinor
7Auch bei nicht-elementaren Vorg angen in der Natur (z.B. klassische Mechanik, Elek-
trodynamik) gibt das Euler-Lagrange, bzw. Hamilton Prinzip oft tiefere Einblicke in die
physikalischen Vorg ange und erleichtert die Modellbildung.8 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
gekennzeichnet wird (weitere innere Freiheitsgrade werden sp ater be-
schrieben). Die Forderung der Invarianz der Lagrangedichte L bzgl.
innerer Gruppen bedeutet nun, dass die Lagrangedichte universell gel-
ten soll und keinen der inneren Freiheitsgrade der Teilchen gesondert
auszeichnet.
Man kann zus atzlich fordern, dass L bilinear in den kovarianten Feldvaria-
blen sein soll (minimale Kopplung) und das sie keine zeitlichen Ableitungen
enthalten soll, die h oher als 1.Ordnung sind.
Im folgenden wird das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung an-
hand des Problems der Bewegung eines massiven spinoriellen Zustandsfeldes
 A n aher erl autert:
Zun achst steht man vor der Aufgabe der Konstruktion der Lagrangedichte
L = L( A;   A; Aj;   Aj), wobei die vorher dargestellten Bedingungen die
Freiheit der Konstruktion einschr anken. Eine M oglichkeit, die einerseits die
gestellten Forderungen gew ahrleistet und andererseits m oglichst einfach ist,
stellt die folgende Version der Lagrangedichte dar
L =
i
2
  
A


A
B Bj  
i
2
  
A
j


A
B B  
m0c
~
  
A A : (1.4)
Das Hamilton'sche Prinzip der kleinsten Wirkung besagt nun das folgen-
de: Betrachten wir das Verhalten des spinoriellen Feldes  A =  A(x) =
 A(ct;x;y;z) im Raum (x;y;z) im Laufe der Zeit t, so wird es stets den Weg
des kleinsten Widerstandes w ahlen. Wir parametrisieren die unterschiedli-
chen M oglichkeiten des Verhaltens des Spinors mit dem Scharparameter 
( A =  A(x;)) und denieren eine Wirkungsfunktion W:
W(;t) :=
Z
Raumzeit-Volumen
Ld
4x =
Z t
t0=0
Z 1
 1
Z 1
 1
Z 1
 1
L dtdxdydz (1.5)
Die Variation der Wirkungsfunktion W bzgl. des Scharparameters 
muss aufgrund des Prinzips der kleinsten Wirkung bei der 'wahren', d.h.
bei der physikalisch realisierten Bahn, verschwinden
W =
Z
Ld
4x = 0 : (1.6)1.3. EICHTHEORETISCHE FORMULIERUNG DER BEKANNTEN KR AFTE9
Ist dies der Fall, so kann man zeigen, dass die Euler-Lagrangegleichungen

@L
@ Aj

j
 
@L
@ A
= 0 (1.7)

@L
@   Aj

j
 
@L
@   A
= 0
erf ullt sein m ussen; sie stellen dann die Bewegungsgleichungen des be-
trachteten Zustandsspinors bzw. des Teilchens dar. Das wirkliche Verhal-
ten des spinoriellen Feldes  A im Laufe der Zeit wird demnach durch die
Gleichung (1.7) aufgrund des Prinzips der kleinsten Wirkung festgelegt. Die
Euler-Lagrangegleichungen der Lagrangedichte (1.4) geben gerade die schon
dargestellte Diracgleichung des freien, massiven, fermionischen spinoriellen
Feldes (siehe Gleichung (1.2)).8
Die bekannten Wechselwirkungen werden nun durch so genannte Eich-
theorien in die Theorie eingebettet. Im folgenden wird das eichtheoretische
Prinzip anhand der st arksten Kraft (der QCD) darstellt.
Wie schon erw ahnt, besitzen die Quarks eine uns nicht zug angliche Ei-
genschaft, die durch den zus atzlichen Quarkfreiheitsgrad a = rot,gelb,blau
gekennzeichnet wird. Man beschreibt deshalb die Quarks durch einen drei-
komponentigen Zustandsspinor  a. Da man sechs unterschiedliche Quarkteil-
chen (geordnet in drei Familien) kennt, f ugt man einen weiteren Index dem
Quarkspinor hinzu; diesen bezeichnet man als 
avor Index f = 1::6:
 
f
a =
0
B
@
r
g
b
1
C
A
f
^ =
0
B
@
Rotes Quark
Gelbes Quark
Blaues Quark
1
C
A
f
Flavor: f = 1::6
 
1
a =
0
B
@
ur
ug
ub
1
C
A ;  
2
a =
0
B
@
dr
dg
db
1
C
A ;  
3
a =
0
B
@
sr
sg
sb
1
C
A ; :::  
6
a =
0
B
@
tr
tg
tb
1
C
A (1.8)
Die Idee des Eichprinzips ist nun die folgende:
W urde man an einem Quarkspinor, z.B. an dem des up-Quarks  1
a einen
8Die zweite Euler-Lagrangegleichung beschreibt die Bewegung des adjungierten spino-
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Messproze durchf uhren, so m usste sich dieser denitiv ausw ahlen in wel-
chem Quarkzustand er vorliegt; entweder m usste er rot, gelb oder blau sein.
Einen solchen Meproze kann man jedoch nur durchf uhren wenn man eine
Wechselwirkung benutzt, die zwischen den unterschiedlichen Farbzust anden
der Quarks unterscheiden kann; d.h. allein durch eine farbsensitive Wech-
selwirkung wird die Farbunterscheidung der Quarks sinnvoll. W urde es eine
solche Wechselwirkung nicht geben, dann w aren die drei Farbzust ande der
Quarks nicht unterscheidbar. Eine Transformation Ua
b(x) von einem Farb-
zustand a in einem anderen b an einem lokalisierten Raumzeit-Punkt x
w urde dann den Quarkzustandsspinor  f
a nicht ver andern. Falls es jedoch
eine farbsensitive Wechselwirkung gibt, dann sollte sich der transformierte
Spinor  f
a
j im allgemeinen von dem urspr unglichen unterscheiden. Eine sol-
che Farbtransformation wird mathematisch wie folgt formuliert:
 
f
a
j
= Ua
b(x
) 
f
b ;mit Ua
b(x
) = e
ii(x)i
a
b
(1.9)
Die Transformationsgruppe ist hier die SU(3)(c). Die 33-Matrizen i
a
b ; i =
1::8 sind die Generatoren der Gruppe und werden als Gell-Mann-Matrizen
bezeichnet, i(x) ist der Gruppenparameter. Die Lagrangedichte eines freien
(nicht wechselwirkenden) Quarkspinors besitzt wieder die folgende Form
L =
i
2
  
a
f

 
f
aj  
i
2
  
a
fj

 
f
a  
mfc
~
  
a
f 
f
a ; (1.10)
wobei der  Ubersichtlichkeit halber der Diracindex A = 1::4 unterdr uckt wur-
de ( a
f ^ = A
f
a;
 = 


A
B).
Die Lagrangedichte Lj im farbtransformierten System soll im Vergleich
zu dem untransformierten System L die gleichen physikalischen Grundgeset-
ze beschreiben; die physikalischen Prozesse d urfen nicht von einer speziell
gew ahlten Eichung im Farbraum abh angen. Die Eichforderung lautet dem-
nach, dass die Lagrangedichte L invariant unter lokalen SU(3)(c) Farbtrans-
formationen sein mu:
L
j( 
f
a
j
) = L( 
f
a) (1.11)
Man kann zeigen, dass diese Forderung im allgemeinen nur dann erf ullt ist,
wenn man die partiellen Ableitungen j = @ = @=@x durch kovariante
Ableitungen Da
b ersetzt
Da
b = @1a
b + ig3Ga
b ; (1.12)1.3. EICHTHEORETISCHE FORMULIERUNG DER BEKANNTEN KR AFTE11
wobei die Ga
b = Gii
a
b die Eichfelder der SU(3)(c) darstellen, 1a
b die Ein-
heitsmatrix im Farbraum und g3 die Kopplungskonstante der starken Wech-
selwirkung ist. Um die Invarianz der Lagrangedichte zu gew ahrleisten trans-
formieren sich die Eichfelder wie folgt unter den Farbtransformationen:
(Ga
b)
j = Ua
cGc
d(U
 1)d
b +
i
g3
Ua
c
Uc
b (1.13)
Nimmt man die inneren Farbfreiheitsgrade der Quarks also ernst, so ist die
Eichforderung nur zu bewerkstelligen, wenn man zus atzliche Eichfelder der
Theorie hinzuf ugt. Durch Kommutatorbildung der kovarianten Ableitungen
gelangt man zu den Eichfeldst arken Fa
b
F = Fa
b =
i
g3

Da
c;Dc
b
= Fi
i
a
b (1.14)
Fi = GijGij   g3f
jk
iGjGk ;
wobei die fjk
i die Strukturkonstanten der SU(3)(c) Farbgruppe sind:


k
a
c;
l
c
b
= 2if
kl
j
j
a
b (1.15)
Man schliet das System der Eichtheorie ab, indem man in der freien Lagran-
gedichte die partiellen Ableitungen @ durch kovariante D ersetzt und die
kinetische Energie der Eichfelder der Lagrangedichte hinzuf ugt. Die gesamte
Lagrangedichte lautet dann
L =
i
2
 
a
f

Da
b 
f
b  
i
2
(Da
b bf)

 
af  
1
16
FiF
i  
mfc
~
  
a
f 
f
a :
Die Bewegungsgleichungen der Quarks ergeben sich aus den Euler - Lagran-
gegleichungen hinsichtlich der Quarkspinoren:
 
f
a
Z
Ld
4x = 0 )
 
@L
@ 
f
aj
!
j
 
@L
@  
f
a
= 0 (1.16)
Dies ergibt die Diracgleichung massiver Quarks, die durch den Austausch
gluonischer Eichfelder wechselwirken
i

Da
b 
f
b   m
f 
f
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Die Bewegung der Eichfelder selbst ergibt sich durch die Euler - Lagrange-
gleichungen hinsichtlich der Eichfelder Gi
Gi
Z
Ld
4x = 0 )

@L
@Gij

j
 
@L
@Gi
= 0 ; (1.18)
sie hat die Struktur einer inhomogenen Yang-Mills{Gleichung9
F
i
j + g3f
ijkF

j Gk = 4j
i ; (1.19)
wobei die ji = g3 
a
f
i f
a die 8 Farbstr ome der Theorie repr asentieren. Die
physikalischen Eichfelder, die die Gluonen in der QCD darstellen setzen sich
aus den Gi z.B. wie folgt zusammen
Gr~ g =
1
2
(G1   iG2) Gluon mit rot und antigelber Farbe : (1.20)
Diese physikalischen Eichfelder besitzen die Eigenschaft reine  Ubergangs-
str ome zwischen den Quarks zu erzeugen.
Am Beispiel der QCD sahen wir also wie die mathematische Konstrukti-
on eines physikalischen Modells einer Wechselwirkung zwischen Elementar-
teilchen durch ein eichtheoretisches Prinzip funktioniert; auf  ahnliche Weise
konstruiert man auch die anderen bekannten Wechselwirkungen10. Die elek-
tromagnetische Wechselwirkung ist eine abelsche Eichtheorie, ihre Symme-
triegruppe ist die U(1), wobei ihr einziges Austauschteilchen Photon genannt
wird. Die Symmetriegruppe der schwachen Wechselwirkung ist die SU(2),
sie wirkt auf die Isospin-Freiheitsgrade der Teilchen. Sie besitzt drei massive
Eichbosonen11, das W +-, W  - und Z0-Boson.
Die gesamte eichtheoretische Formulierung hat den erkenntnistheoreti-
schen Vorteil, dass sie alle existierenden Kr afte der Welt auf ein universelles
Grundprinzip zur uckf uhrt:
9Die homogene Yang-Mills{Gleichung ergibt sich aus der Yakobi Identit at
F[jj] := [D;F] + [D;F] + [D;F] = 0 (siehe Anhang B).
10Wie wir in Kapitel 2 sehen werden, ist die eichtheoretische Formulierung der Gra-
vitationskraft von der Struktur ihrer Symmetriegruppe unterschiedlich zu den anderen
Wechselwirkungen.
11Die Masse der Eichbosonen wird durch die spontane Symmetriebrechung eines Higgs-
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Alle Kr afte die in der Welt auftreten werden durch Ungleichgewichte, d.h.
Symmetriebr uche verursacht. Die so erzeugten Kr afte haben dann die Auf-
gabe einen Austausch zwischen den Ungleichgewichten zu schaen, so dass
im Ganzen das System wieder symmetrisch ist.
1.4 Die QuantenCromoDynamik
In diesem Unterkapitel werden einige wesentliche Eigenschaften der QCD zu-
sammengefasst, die f ur das phenomenologische Verst andnis dieser Wechsel-
wirkung wichtig sind; dies sind die asymptotische Freiheit, das Connement,
der QCD-Phasen ubergang und die Farbsupraleitung.
 Die asymptotische Freiheit
Betrachtet man ein System, das aus Quarks besteht und durch Gluonen
zusammengehalten wird und erh oht die Gesamtenergie des Systems,
durch Temperatur bzw. Dichte Erh ohung, so kann man durch st orungs-
theoretische Berechnungen zeigen, dass der Kopplungsparameter g3 mit
gr oer werdender Energie abnimmt.
Anschaulich bedeutet dies, dass die Wechselwirkung bei sehr heien
oder dichten Systemen zu vernachl assigen ist, da der g3-Parameter ver-
schwindend klein wird. Im akademischen Grenzfall unendlicher Tempe-
ratur bzw. Dichte wechselwirken die Quarks nicht mehr miteinander;
sie bilden ein freies Quarkgas. Die QCD-Wechselwirkung ist demnach
im asymptotischen Grenzfall T ! 1 bzw.  ! 1 nicht existent { sie
ist asymptotisch frei.
 Das Connement
Unter dem Begri Connement versteht man die Abgeschlossenheit der
farbgeladenen Quarks zu zusammengesetzten farbneutralen (weien)
hadronischen Teilchen. Der Connement-Prozess ist gerade der Gegen-
satz der zuvor besprochenen asymptotischen Freiheit. Zur Erl auterung
dieser Eigenschaft betrachten wir das Innere eines hadronischen Teil-
chens, z.B. des Neutrons. Nehmen wir an, dass eines der drei Quarks
des Neutrons zur Zeit t = 0 zuf allig einen entgegengesetzten Impuls re-
lativ zu den beiden anderen besitzt. Die Quarkdichte zur Zeit t = 0 sei14 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
hoch, so dass die St arke der QCD-Wechselwirkung, repr asentiert durch
den Kopplungsparameter g3, gering sei. Im Laufe der Zeit entfernt sich
das Quark von den beiden anderen, so dass die Quarkdichte (Anzahl
der umliegenden Quarks gemessen an seinem eigenen Ort) abnimmt,
und somit die starke Wechselwirkung (g3) zunimmt. Der Kopplungspa-
rameter wird dann so gro, dass man die entsprechenden Gleichungen
nicht mehr st orungstheoretisch behandeln kann. Man erkennt jedoch
aufgrund dieser Eigenschaft, dass es den Quarks nicht mehr gelingt sich
aus dem hadronischen Verbund zu befreien { es wird zur uck gezogen
und bleibt im 'Dreier-Verbund' conned.
 Der QCD-Phasen ubergang
Als QCD-Phasen ubergang bezeichnet man den  Ubergang von einge-
schlossener Quarkmaterie hin zu freier Quarkmaterie. Zur Erl auterung
betrachten wir einen Atomkern, bestehend aus Neutronen und Proto-
nen, und erh ohen die Dichte des Systems. Beschreibt man der Einfach-
heit halber die Nukleonen als Kugeln mit dem Radius RN = 1 fm so
erh alt man aus einer simplen Volumenabsch atzung, dass die Kugeln bei
ca. zweifacher normaler Kerndichte aneinanderstoen. Erh oht man die
Dichte weiter, so steigt die Quarkdichte innerhalb der Nukleonen an,
so dass die gluonische Wechselwirkung abnimmt und die Quarks sich
aus ihrer nukleonischen Abgeschlossenheit befreien k onnen. Bei diesem
Prozess wechselt das System demnach von einer Phase bestehen aus
Nukleonen hin zu einer Phase bestehen aus Quarks und Gluonen; das
so genannte Quark-Gluon-Plasma. Da sich ein  ahnlicher Prozess bei
Erh ohung der Temperatur vollzieht, gelangt man qualitativ zu einem
Phasendiagramm. Das genaue Verhalten des QCD-Phasen uberganges
ist im einzelnen noch unklar und h angt von den Modellen und Annah-
men ab, die man an das System stellt. Durch QCD-Gitterrechnungen
und analytische Spezialisierungsl osungen gelangte man im Laufe der
Jahre zu folgendem quasi-quantitativen Phasendiagramm:1.4. DIE QUANTENCROMODYNAMIK 15
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Abbildung 1.1: Durch nummerische Berechnungen erhaltenes quasi-
quantitatives QCD-Phasendiagramm (erstellt von Elena Bratkovskaya). 
ist das barionische chemische Potential das bei steigender Dichte zunimmt.
Resultate von QCD-Gitterrechnungen zeigen, dass man bei verschwin-
dender Dichte und ansteigender Temperatur einen 'Crossover'- Pha-
sen ubergang bei ca. T= 170 MeV erwartet. Bei hoher Dichte und klei-
ner Temperatur erwartet man dagegen einen Phasen ubergang 1. Ord-
nung, wobei sich wohl zun achst, in einem gewissen  Ubergangsbereich
der Dichte, eine gemischte Phase ausbildet. Bei sehr hohen Dichten
( > 5   100)12 und geringen Temperaturen ist die Materie vollkom-
men deconned. Unter diesen Bedingungen gruppiert sich ein Teil der
Quarks zu Zweierpaaren und es bildet sich eine farbsupraleitende Phase
aus (siehe Abb. 1.3).
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 Die Farbsupraleitung
Die Supraleitung ist ein bekanntes Ph anomen, dass bei vielen Metallen
unterhalb einer kritischen Temperatur TC auftritt. Der elektrische Wi-
derstand in solchen supraleitenden Materialien verschwindet auf einen
nicht messbar kleinen Wert. Theoretisch erkl art wird dieses Ph anomen
durch die BCS-Theorie:
Aufgrund der attraktiven Phononenwechselwirkung in metallischen Fest-
k orpern ist es f ur die nicht gebundenen Elektronen, die sich an der
Ober
 ache der Fermikugel benden, energetisch g unstiger sich zu paa-
ren. Die gepaarten Elektronen besitzen dann bosonische Eigenschaften
{ man nennt sie 'Cooper-Paare'. Die Bindungsenergie E der Cooper-
Paare verursacht eine Energiel ucke zwischen dem Grundzustand und
den angeregten Zust anden der Elektronen. Aufgrund dieser Eigenschaft
ist es nun m oglich Ladung von einem Ort zu einem anderen wider-
standslos mit Hilfe der Cooper-Paare zu transportieren13.
Es wird nun erwartet, dass ein vergleichbares Ph anomen bei sehr dich-
ter, kalter Quarkmaterie auftritt. Aufgrund der attraktiven gluonischen
Wechselwirkung paaren sich die Quarks an der Ober
 ache der Fermiku-
gel und bilden einen bosonischen Zustand { ein Quark{Cooper-Paar.
Aufgrund der Cooper-Paar Bindungsenergie entsteht wiederum eine
Energiel ucke, so dass die farbgeladenen Quark-Paare Farbladungen von
einem Ort zu einem anderen widerstandslos transportieren k onnen; die-
ses Ph anomen bezeichnet man als Farbsupraleitung.
1.5 Heie und hochdichte Materie
Wir sahen bisher aus welchen Bestandteilen die Welt zusammengesetzt ist
und betrachteten die mathematische Beschreibung der fundamentalen Wech-
selwirkungen in ihrer eichtheoretischen Formulierung am Beispiel der QCD.
Der besprochene QCD-Phasen ubergang von abgeschlossener hadronischer
Materie hinzu befreiter Quarkmaterie ist unter irdischen Bedingungen nur
mit riesigen Beschleuniger Anlagen (Cern, RICK) m oglich (siehe z.B. [4]). In
13Bei zu hohen Ladungsstromdichten bricht die Supraleitung jedoch zusammen.1.5. HEISSE UND HOCHDICHTE MATERIE 17
solchen Anlagen werden Atomkerne auf enorme Geschwindigkeiten (v  c)
beschleunigt und zu gegenseitiger Kollision gebracht. Man erzeugt dadurch
kurzzeitig einen Zustand so hoher Energiedichte (Temperatur), dass man er-
wartet Materie im befreiten Zustand erzeugt zu haben. Dieser Zustand k uhlt
jedoch extrem schnell ab, so dass sich die Quarks wieder zu abgeschlossenen
hadronischen Teilchen gruppieren. In den, der Kollision umgebenden Teil-
chendetektoren misst man pro Kernzusammensto einige Tausend geladener
hadronischer Teilchen. Man versucht dann durch Analyse der Teilchenbah-
nen zu unterscheiden, ob sich eine Phase befreiter Quarkmaterie gebildet hat
oder nicht. Ein stichhaltiges Indiz, welches zweifelsfrei eine Signatur eines
befreiten Quarkzustandes zeigt, wurde trotz erheblicher theoretisch und ex-
perimenteller Anstrengungen nach meiner Meinung bisher nicht gefunden; es
h aufen sich jedoch in j ungster Zeit mehrere Teil-Indizien die eine Erzeugung
eines solchen Zustandes nahe legen. Nach ihrer Kollision hinterlassen die bei-
den Kerne einen kleinen Raumzeitbereich extrem hoher Energiedichte. Die
Temperatur in diesem Raumzeitbereich ist extrem hoch, wohingegen die Teil-
chenzahldichte unterhalb normaler Kerndichte liegt. Dieser hochdichte Ener-
gieklumpen (Feuerball) ohne Form, bestehend aus farbgeladenen Quarks und
Gluonen erf ahrt dann seine Verk orperung durch das Abk uhlen und Ausfrie-
ren in hadronische Teilchen. Der Zustand, der auf eine solche Weise k unst-
lich erzeugt wird  ahnelt dem Zustand der Materie kurz (ca. 10 5 s) nach
dem Urknall vor ca. 13 Gigajahren und hat somit enorme astrophysikalische
Relevanz, da sich aus ihm das gesamte Universum formte.
Die Entstehung des Universums stellt man sich theoretisch wie folgt vor:
Am Anfang zur Zeit t = 0 war die gesamte Energie in einem Raumzeit-
punkt konzentriert. Die Energiedichte war unendlich gro, so dass man diesen
Raumzeitpunkt mathematisch als echte Singularit at beschreibt14. Die Phase
kurz nach der Singularit at bezeichnet man als In
ation. In dieser in
ation are
Phase beschreibt man die Energie als einen Zustand eines skalaren Feldes
(x); in dieser Phase dehnt sich das Universum expotentiell schnell aus. In
der darauf folgenden Phase entwickeln sich die heute bekannten elementaren
Teilchen und ihre Wechselwirkungen werden durch spontane Symmetrieb-
14Diese klassische Sichtweise des 'Anfangs' wird sicherlich noch durch Quanteneigen-
schaften abge andert werden; unterschiedlichste Ans atze existieren schon.18 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
rechungen erzeugt. Die Phase des extrem heien Quark-Gluon-Plasmas ent-
steht, worauf dann die Phase der hadronischen Ausfrierung, das Connement
der Quarks folgt. Nun beginnt die Phase der Nukleosyntese in der sich die
hadronischen Teilchen zu Kernen formen und durch Elektronen-Einfang die
ersten Atome formen. Die direkte  Uberpr ufung dieses theoretischen Modells
ist nicht m oglich, da das Universum erst nachdem sich die Atome gebil-
det haben f ur elektromagnetische Strahlung durchl assig wird. Die 2:7 Kelvin
Hintergrundstrahlung, die man gleichf ormig als Strahlungshintergrund wahr-
nimmt, stellt gerade diesen Zeitpunkt des Universums dar. M ochte man das
Universum zu noch j ungeren Zeiten beobachten, so ist dies mit Hilfe einer auf
elektromagnetischen Wellen basierenden Astronomie nicht m oglich, sondern
man muss zu einer Gravitationswellen-Astronomie  ubergehen.
Um nicht den Hauptfaden zu verlieren m ochte ich nun vorgreifen und auf
das eigentliche Anliegen der Promotionsarbeit zur uck kommen. Neben der ex-
trem heien QGP-Phase im fr uhen Universum existiert n amlich eine weitere
M oglichkeit im Universum die Materie (auf nat urliche Weise) zu extremen
Energiedichten zusammenzupressen, so dass erneut der QCD-Phasen uber-
gang  uberschritten werden kann. Im Laufe der Evolution des Universums
bilden sich ja bekanntlich unter anderem Galaxien, Sonnensysteme und Ster-
ne. Der Sterbeproze von Sternen h angt mageblich von der Gesamtmas-
se des Sterns ab (siehe Anhang C). Sterne, deren Gesamtmasse mindestens
acht mal gr oer sind, als die Masse unserer Sonne, explodieren am Ende ih-
rer Lebensdauer in einer Supernova-Explosion. Der hochdichte innere Kern
des Sterns kollabiert jedoch aufgrund der gewaltigen Gravitationskr afte. Bei
diesem Gravitationskollaps des inneren Teils des Sterns wird seine, in ihm
bendliche Materie immer weiter komprimiert und deshalb immer dichter.
Welcher Zustand der Materie am Ende des Gravitationskollapses realisiert
wird, h angt von der Ausgangsmasse des urspr unglichen Sterns ab. Endet der
Gravitationskollaps vor Erreichen des QCD-Phasen uberganges, so nennt man
das Endstadium Neutronenstern;  uberschreitet dagegen ein Teil der Materie
den QCD-Phasen ubergang, so nennt man das Endstadium Hybrider- bzw.
Quarkstern. Schreitet der Kollaps jedoch unaufhaltsam voran, so durchschrei-
tet die Materie zwar den Phasen ubergang und wird befreit; sie wird jedoch
unweigerlich durch eine Ereignishorizontbildung raumzeitlich gefangen (siehe1.5. HEISSE UND HOCHDICHTE MATERIE 19
Kapitel 2) { ein schwarzes Loch entsteht.
Supernova-Explosion
Neutronenstern Hybrider- oder Quarkstern Schwarzes Loch
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Abbildung 1.2: Neutronensterne, Hybride- und Quarksterne als m ogliche
Endzust ande einer Supernova-Explosion.
Ordnet man die jeweiligen Endzust ande hinsichtlich ihrer zentralen Dich-
ten im QCD-Phasendiagramm an, so ergibt sich qualitativ das folgende Bild:20 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
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Abbildung 1.3: QCD-Phasendiagramm mit kompakten Sternen. NS: Neutro-
nenstern, NSY: Neutronenstern mit innerem hyperonischen Kern, HS: Hybri-
der Stern mit gemischter Phase, HSPQ: Hybrider Stern mit innerem reinen
Quarkkern, QS: Quarkstern (besteht mageblich aus (farb-supraleitender)
Quarkmaterie), SL: Schwarzes Loch mit zentralem singul aren Dichtezentrum.
Obwohl die zentrale Energiedichte im Inneren eines Quarksterns weit  uber
der n otigen Energiedichte des QCD-Phasen uberganges liegt, durchschreitet
seine Materie das gesamte Spektrum der Zustandsformen bis hin zum Vaku-
um am Sternrand.
Um die Zusammensetzung eines Quarksterns zu verstehen, stellen wir uns
im folgenden vor, wir w urden uns auf der Ober
 ache eines solchen Sterns be-
nden und uns zum Sternzentrum hindurch graben:1.5. HEISSE UND HOCHDICHTE MATERIE 21
Nach einer d unnen Atmosph ahrenschicht gelangt man zun achst zur  aueren
Kruste des Stern bestehend aus Metall, d.h. aus einem Gitter aus Atomker-
nen umschwirrt von einem Gas aus Elektronen. Nach ca. 500 Metern beginnt
dann die innere Kruste, die aus schweren Atomkernen besteht, die in einem
Gas aus Elektronen und Neutronen eingebettet sind. Die Anzahldichte der
Neutronen nimmt zu, je tiefer man in die innere Kruste eindringt und die
Atomkerne rutschen immer enger zusammen. Nach weiteren 500 Metern sind
die Atomkerne so eng aneinander gerutscht und die Anzahldichte von Neu-
tronen im Elektron-Neutrongas ist so hoch, dass eine Unterscheidung immer
schwieriger wird; die Energiedichte ist kurz vor der normalen Kerndichte
0. Hier beginnt nun ein neuer Bereich, den man den Bereich hadronischer
Materie nennt. Die Materie besteht hier aus einer hochdichten Fl ussigkeit
bestehend aus ca. 90 Prozent Neutronen und 10 Prozent Protonen und Elek-
tronen. Dringt man tiefer in die hadronische Phase ein, so verschieben sich
die relativen Teilchenverh altnisse und es k onnen andersartige hadronische
und leptonische Teilchen (wie z.B. Hyperonen oder Muonen) auftreten. Die
Zusammensetzung der hadronischen Phase ist abh angig von der Gesamtmas-
se des Sterns und dem verwendeten hadronischen Modell einige Kilometer
dick. Am Ende dieser Phase ist die Materie so dicht (2   5 fache norma-
le Kerndichte) das sich die Zustandsfunktionen der hadronischen Teilchen
stark  uberlagern, so dass ihre Quarkunterstruktur in Betracht gezogen wer-
den muss. Dies ist die Grenze im Stern, wo der QCD-Phasen ubergang eintritt
und die Quarks von ihrem hadronischen K ag befreit werden. Wie genau sich
dieser  Ubergang im Sterninneren verh alt h angt von den jeweiligen Modellen
und der Konstruktion des Phasen uberganges ab; qualitativ ergeben sich je-
doch zwei m ogliche Szenarien. Entweder existiert eine klar denierte Grenze
zwischen dem Hadronischen- und Quark-Bereich, oder es existiert ein  Uber-
gangsbereich (einige Kilometer dick) einer gemischten Phase bestehend aus
Anteilen von conneter hadronischer und deconneter Quarkmaterie; diesen
Bereich nennt man 'Gemischte Phase'. Am Anfang einer solchen gemischten
Phase entstehen zun achst kleine Tr opfchen aus freier (deconneter) Quark-
materie. Dringt man weiter ins Innere der gemischten Phase ein, so vereinen
sich die Tr opfchen zu F aden und dannach zu deconneten Schichten. Dringt
man noch tiefer ein, so nimmt der Anteil hadronischer Materie stetig ab, bis22 KAPITEL 1. ELEMENTARTEILCHEN THEORIE
am Ende der gemischten Phase lediglich kleine K ugelchen aus hadronischer
Materie  ubrig bleiben. Noch tiefer gelangt man dann zu dem Bereich befreiter
Quarkmaterie { dem Quark-Gluon-Plasma. Dieses dargestellte theoretische
Bild eines Hybriden- bzw. Quarksterns erh alt man, wie wir im Kapitel 3
sehen werden, aus quantitativen nummerischen Modellrechnungen, in die ei-
nerseits die Modelle der Elementarteilchen und andererseits die Allgemeine
Relativit atstheorie ein
ieen.
Im Gegensatz zu den nicht direkt messbaren Observablen des QGP in
Teilchenbeschleunigern und im fr uhen Universum existiert eine M oglichkeit
von klaren Indikatoren des QCD-Phasen uberganges beim Studium der Ei-
genschaften von kompakten Sternen; diese sind am Ende des Kapitels 3 zu-
sammengefasst. Im Kapitel 3 wird unter anderem beantwortet unter welchen
Bedingungen Hybride- und Quarksterne stabil existieren k onnen und ob da-
durch ein Zustand wirklich freier Quarkmaterie realisiert ist.
Kann ein m oglicher Gravitationskollaps zu einem schwarzen Loch viel-
leicht sogar durch die elementaren Eigenschaften der Materie aufgehalten
werden? Man wird beim Studium dieser Frage erkennen, dass in kompakten
Sternen die raumzeitliche Abschlieung durch die Ereignishorizontbildung
mit der Befreiung der Materie (dem Prozess des Deconnements) zusam-
menf allt. Die unserer Welt nicht zug anglichen Farbeigenschaften der Quarks,
die die st arkste aller Wechselwirkungen (die QCD) durch den Symmetrieb-
ruch ihrer Farbungleichgewichte erzeugt, k onnen im Inneren von kompakten
Sternen sichtbar werden. Wenn jedoch diese, uns nicht direkt erfahrbaren
Ungleichgewichte, durch weitere Kompression des Sterns an die Ober
 ache
vordringen wollen um ihre unverk orperte (unabgeschlossene, freie, deconne-
te) Energie uns direkt zu oenbaren, verhindert die schw achste aller Wechsel-
wirkungen (Gravitation, ART) eine Kontaktaufnahme. Die schw achste aller
Wechselwirkungen, beschrieben durch die ART, ist unabh angig von der je-
weiligen Verk orperungsart der Energie und wirkt allein durch Verformungen
der raumzeitlichen Struktur. Sie besagt, das jegliche Energieformen als Ver-
formungen der raumzeitlichen Struktur aufzufassen sind. In der ART besteht
die Welt aus Verformungen der raumzeitlichen Struktur und Verk orperungen
der Energie.Kapitel 2
Allgemeinen Relativit atstheorie
2.1 Einf uhrung
Die Welt besteht aus unterschiedlichen Verk orperungen der Energie (siehe
Kapitel 1); aber worin verk orpert sich diese Energie, die wir dann z.B. als
Gegenst ande, Wellen oder Elementarteilchen wahrnehmen? Die subjektive
Wahrnehmung der Welt geschieht stets im 'Hier und Jetzt', d.h. an einem
denierten Ort zu einer denierten Zeit { an einem denierten Raumzeit-
punkt. Die Energie verk orpert sich demnach in einem 4-dimensionalen Raum,
den wir im folgenden als die 'Raumzeit' bezeichnen. Allein dadurch wird die
Energie in eine Form gebracht, so dass wir mit ihr in Kontakt treten k onnen
{ sie materialisiert in unserer Raumzeit. Die Raumzeit ist die n otige Lein-
wand, auf der sich die Erscheinungen der Welt wie Bilder projizieren; sie
ist der Raum unserer Welt, in dem sich die Energie verk orpern kann. Die
Welt besteht demnach aus unterschiedlichen Verk orperungen der Energie in
unserer Raumzeit.
Jede Art von physikalischer Beschreibung, deren Richtigkeit man experi-
mentell  uberpr ufen m ochte, muss sich zumindest bei der Angabe ihrer theo-
retisch erzielten Resultate in unserer Raumzeit aufhalten, sonst ist sie nicht
verizierbar.
Die Allgemeine Relativit atstheorie (ART) ist eine Theorie der Raumzeit.
Sie beschreibt, unter welchen Bedingungen sich die Struktur und Form der
Raumzeit  andert. Die Grundidee der ART ndet ihre mathematische Formu-
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lierung in der sog. 'Einsteingleichung', die von mathematisch interessierten
 Astetikern oft als 'Sch onste Gleichung der Physik' bezeichnet wird. Nach mei-
ner Meinung liegt jedoch die eigentliche 'Sch onheit' dieser Gleichung nicht in
ihrer mathematischen Formulierung, sondern sie ist herausragend aufgrund
der Idee selbst und aufgrund ihrer physikalischen Einfachheit:
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Die Einsteingleichung besagt, dass jegliche Energieformen die Raumzeit ver-
 andern; je mehr Energie sich an einem Ort bendet, desto mehr verbiegt sich
die Raumzeit. Genauso wie das Bild eines K unstlers sich ver andert, wenn
er auf einer gebogenen Leinwand malt, so ver andern sich die physikalischen
Prozesse, wenn der raumzeitliche Untergrund sich verbiegt. Die geniale Idee
der ART ist nun, dass sie die anscheinenden Kr afte die durch die Raumzeit-
kr ummung auftreten, mit der Gravitationskraft gleichsetzt. In der ART wird
die, zwischen zwei K orpern wirkende Gravitationskraft verursacht durch eine
Raumzeitkr ummung.
Nehmen wir als Beispiel unsere Erdkugel: Die gesamte Energie, die in der
Erde steckt, kr ummt die Raumzeit. Die Gravitationskraft (Erdanziehungs-
kraft), die wir auf der Ober
 ache der Erde st andig sp uren, ist eigentlich
nichts anderes als die durch die Erdenergie verursachte Raumzeitkr ummung.
Die Gravitationskraft ist die einzige aller bekannten elementaren Kr afte, die
unser Leben st andig f uhlbar begleitet. Wir k onnen sie unter irdischen Bedin-
gungen nicht einfach abschalten oder abschirmen. Sie begleitet unnachgiebig
unser t agliches Leben und verleiht ihm einen anstrengenden, schwerevollen
Charakter (z.B. Treppensteigen, Tragen von Einkaufst uten, Glas f allt vom
Tisch usw.). Nur wenige Menschen sind bisher in den Genuss des befreien-
den Gef uhls der Schwerelosigkeit gekommen1 { dem Menschheitstraum vom
Fliegen ohne Hilfsmittel.
Die Gravitationskraft unterscheidet sich demnach in ihrem Ursprung von
den anderen drei elementaren Wechselwirkungen. Die elektrodynamische,
1Ich z ahle hier nur Astronauten zu dieser Gruppe und nicht Personen, die durch Wil-
lenskraft (Meditation, Luizides tr aumen) lediglich das Gef uhl der Schwerelosigkeit zulassen
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schwache und starke Wechselwirkung erzeugen die Kr afte durch den Aus-
tausch ihrer zugeh origen Eichfelder in gegebener raumzeitlicher Struktur. Die
Gravitationstheorie dagegen beschreibt den n otigen Untergrund der raum-
zeitlichen Struktur und erwirkt dadurch einen Ein
uss auf die Bewegung
der in ihr bendlichen Teilchen und Felder. Jede Form von Energie in unse-
rer Raumzeit (die Sonne, die Erde, der Mensch, ein Buch oder ein Fuball)
kr ummt die Raumzeit in seiner Umgebung und bewirkt so eine resultierende
attraktive Kraft auf K orper in seiner Umgebung. Je mehr Energie sich an
einem Raumzeitpunkt bendet, desto gr oer ist die Raumzeitkr ummung in
seiner Umgebung.
Die Gravitationskraft, beschrieben als Raumzeitkr ummung durch die ART,
besitzt eine interessante Eigenschaft, die bei der Beschreibung von sehr ener-
giereichen Systemen auftritt. Zur Veranschaulichung dieser Eigenschaft be-
trachten wir uns die im Auenraum entstehende Raumzeitkr ummung eines
isolierten K orpers, z.B. eines Tennisballs. Durch Angabe der Gesamtener-
gie des Tennisballs l at sich mit Hilfe der Einsteingleichung, die durch ihn
verursachte Raumzeitkr ummung berechnen. Diese ist aufgrund des niedrigen
Energiegehalts des Balls verschwindend gering, was bedeutet, dass K orper in
seiner Umgebung 'so gut wie nicht' von ihm angezogen werden. Wir stellen
uns nun vor, dass der Tennisball aus einem viel energiereicheren Material
bestehen soll, so dass der Tennisball genau soviel Energie beinhaltet, wie der
gesamte Energiegehalt der Erde. W urde man einen solchen Tennisball anstel-
le der Erde in unser Sonnensystem platzieren, so w urde sich die Raumzeit
um ihn so stark kr ummen, dass unser Mond in gleicher Weise um diesen Ball
kreisen w urde, wie er sonst um die Erde kreist. Die Gravitationskraft die
auf der Ober
 ache eines solchen Balls wirken w urde, w are um ein vielfaches
st arker als unsere Erdanziehungskraft. Erh oht man den Energiegehalt des
Tennisballs weiter, so tritt bei ca. 12 Erdenergien ein eigenartiges Ph anomen
auf. Ein Tennisball mit einem Energiegehalt von 12 mal dem Energiegehalt
der Erde w urde die ihn umgebende Raumzeit so stark kr ummen, dass man
als  auerer Beobachter den Ball gar nicht mehr sehen k onnte, da selbst Licht-
strahlen es nicht mehr gelingt von seiner Ober
 ache zu entweichen. Die raum-
zeitliche Struktur wird so stark verformt, dass der Ball selbst sich im Laufe
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seinem Mittelpunkt vereint ist. An dem Ort seiner urspr unglichen Ober
 ache
entsteht ein raumzeitliches Ph anomen, dass man mit dem Begri 'Ereignisho-
rizont' bezeichnet. Der Tennisball kann somit seine urspr ungliche Form nicht
mehr beibehalten und muss zwangsl aug zu einem schwarzen Loch kollabie-
ren. Materie, die sich innerhalb des Ereignishorizontes bendet kann nicht
mehr mit der Auenwelt kommunizieren; es bildet sich ein getrennter, in sich
abgeschlossener raumzeitlicher Bereich.
W urden wir als weit entfernter  auerer Beobachter einen Gegenstand
(z.B. eine Murmel) in dieses tennisball-groe schwarze Loch werfen, so w urden
wir das folgende beobachten: Die Murmel w urde zun achst, aufgrund der
groen gravitativen Kraft, immer schneller in Richtung des schwarzen Lo-
ches fallen. Kurz vor Erreichen des Ereignishorizontes verlangsamt sich die
Murmel jedoch und kommt anscheinend am Ereignishorizont zum Stehen
(n aheres siehe sp ater). Die Frequenz des von der Murmel ausgesandten Lichts
wird gleichzeitig immer weiter in den roten Bereich verschoben. Das an-
scheinende Bild der Murmel 'friert ein' und verblasst, wie die Erinnerung
an einen verlorenen Gegenstand. Die Reise zum schwarzen Loch aus der
Sichtweise der Murmel sieht jedoch qualitativ vollkommen anders aus. Sie
selbst  uberschreitet den Ereignishorizont ohne Hindernisse2. Sie kann jedoch
nach dem  Uberschreiten dieser Grenze nicht mehr mit der Welt des  aue-
ren Beobachters kommunizieren; sie kann ihm nicht mehr berichten, dass sie
noch existiert. Der  auere Beobachter, der die Grenze des Ereignishorizon-
tes nicht  uberschritten hat beh alt seine eigene Wirklichkeit der Welt, die er
durch den visuellen Eindruck, des Einfrierens des Bildes der Murmel am Ho-
rizont gewinnt { die Murmel selbst wei es besser, kann dies dem Beobachter
jedoch nicht mitteilen. Diese Eigenschaft der raumzeitlichen Struktur von
schwarzen L ochern hat von ihrer ph anomenologischen Interpretation vieles
mit dem 'Sterben' gemeinsam. Wenn ein Mensch stirbt, hinterl asst er seinen
Mitmenschen das Bild verblassender Erinnerungen.  Uber sein unk orperliches
Selbst, das die Grenze des Todes  uberschritten hat, k onnen wir nichts mehr
erfahren. Im 'Hier und Jetzt' des  aueren Beobachters bleibt, unabh angig
von der jeweiligen Denkrichtung, allein der Glaube, bis man selbst die Gren-
ze  uberschreitet.
2Wir betrachten hierbei nicht den Ein
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Es existieren in unserem Universum zwei m ogliche Kandidaten von schwar-
zen L ochern. Die ersten sind sehr groe, massive schwarze L ocher, die sich
im Zentrum von Galaxien aufhalten. Ihre Existenz ist weitgehend experi-
mentell gesichert3, wobei ihre Entstehung noch nicht stichhaltig gekl art ist.
Die zweite Art von schwarzen L ochern besitzen den Energiegehalt von ei-
nigen Sonnenmassen und sind im Vergleich zu anderen astrophysikalischen
Objekten relativ klein (Radius von einigen Kilometer). Sie entstehen als End-
produkte des Sterbeprozesses eines massiven Sterns. Das Sterninnere eines, in
einer Supernova explodierenden Sterns, kollabiert und verdichtet sich unauf-
haltsam, falls es nicht sein vorl auges Endstadium in einem Neutronenstern
ndet. W ahrend des Kollaps wird einerseits im Sternzentrum die Materie
von ihrer hadronischen Abgeschlossenheit befreit, andererseits unterschreitet
die Ober
 ache des kollabierenden Sterns die Grenze des Ereignishorizontes
und wird von der  aueren Welt raumzeitlich abgeschlossen. Die unserer Welt
nicht zug anglichen Farbeigenschaften der Quarks k onnen somit ihr Wesen
wiederum nicht der Auenwelt oenbaren.
2.2 Formulierung der ART
Im folgenden werden die Grundlagen der ART dargestellt. Die Darstellung
wird nicht in der eleganteren Koordinaten unabh angigen Formulierung erfol-
gen, da wir die deduzierten Gleichungen f ur quantitative Rechnungen sp ater
ben otigen werden.
Wir stellen uns die Raumzeit als einen abstrakten vierdimensionalen
Raum vor. Die Koordinaten von Teilchen und Ereignissen in diesem Raum
beschreiben wir durch einen vierdimensionalen Vektor x := (x0;x1;x2;x3) =
(ct;x;y;z); = 0;1;2;3. Die Koordinate x0 = ct beschreibt den Koordinaten-
zeitpunkt des Ereignisses multipliziert mit der Lichtgeschwindigkeit c; x1;x2
und x3 beschreiben dagegen die kartesischen Koordinaten des r aumlichen Or-
3Die experimentell gesicherte Existenz von galaktischen schwarzen L ochern ist jedoch
eigendlich nicht mehr als eine indirekte Evidenz. Sie ben otigt die derzeitige Formulierung
der Allgemeinen Relativit atstheorie, so dass es sich bei den galaktischen Kernen auch
um sehr massive und dichte Energieanh aufungen handeln kann. Der direkte Nachwei der
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tes des Ereignisses. Der innitesimale raumzeitliche Abstand zwischen zwei
Ereignissen, das so genannte Wegl angenelemt ds, ist dann wie folgt deniert:
ds
2 = dxdx
 = dx
dx
 = c
2dt
2   dx
2   dy
2   dz
2 (2.2)
Wobei die 4 4-Matrix  die Minkovski-Metrik der 
achen Raumzeit dar-
stellt
 =
0
B
B
B
@
1 0 0 0
0  1 0 0
0 0  1 0
0 0 0  1
1
C
C
C
A
: (2.3)
Die objektiven physikalischen Ph anomene d urfen nicht von der Wahl des
Koordinatensystems abh angen, da die gew ahlte Art der Beschreibung sub-
jektiv vom Beobachter abh angt. In der speziellen Relativit atstheorie ist dies
nur f ur Koordinatentransformationen gegeben, die zwischen Inertialsyste-
men (gleichf ormig zueinander bewegten Systemen) transformieren. Betrach-
tet man z.B. die Bewegung eines Pendels, in einer Wohnung und in einem sich
mit gleichf ormiger Geschwindigkeit bewegenden Zuges, so stimmen die Bewe-
gungen  uberein, wenn man die Koordinaten x des in der Wohnung ruhenden
Pendelsystems mit Hilfe der Lorentztransformation L0
 = (@x0
)=(@x) in
das Inertialsystems des Zuges x0 transformiert:
x
0
= L
0
 x
 =
@x0
@x x
 (2.4)
Jegliche messbaren physikalischen Gr oen m ussen sich unter Lorentztrans-
formationen kovariant verhalten; Skalare Gr oen (wie z.B. ds;L) m ussen sich
invariant verhalten (ds0 = ds;L0 = L).
Wenn man jedoch Koordinatentransformationen zwischen zueinander be-
schleunigten Bezugssystemen zul at, dann ver andert sich anscheinend die
Physik des betrachteten Systems. Bendet sich der Zug gerade in einem
Beschleunigungs- oder Bremsproze, so pendelt das Pendel im Zug anders
als das in der Wohnung. Die Transformation, die zwischen den zueinander
beschleunigten Systemen transformiert, wird selbst eine Funktion der Koor-2.2. FORMULIERUNG DER ART 29
dinaten:
L
0
 = konstant
| {z }
Transf. zwischen Inertialsystemen
) L
0
(x
) =
@x0
@x (x
)
| {z }
Transf. zwischen beschleunigten Systemen
(2.5)
Das Wegl angenelement ds0 im beschleunigten System besitzt nun die folgende
Gestalt:
(ds
0)
2 = dx0dx
0
= L

0(x
)L

0(x
)dx
0
dx
0
(2.6)
=: g00(x
)dx
0
dx
0
Unter solchen Transformationen bleibt somit die Minkovski Metrik  nicht
mehr invariant, sondern sie wird raumzeit-abh angig. Einsteins Grundidee zur
Formulierung der ART war nun die folgende: Aufgrund des  Aquivalenzprin-
zips, in dem die tr age Masse eines K orpers gleich der gravitativ wirkenden,
schweren Masse des K orpers ist, ist eine Unterscheidung zwischen Gravita-
tionskr aften und Beschleunigungskr aften nicht m oglich. Betrachten wir z.B.
ein Pendel auf der Erde, das aufgrund des Gravitationsfeldes der Erde pen-
delt und ein Pendel im leeren Raum, das stetig mit konstanter Beschleuni-
gung bg = 9:81 m/s2 nach oben beschleunigt wird. Die beiden Systeme sind
vollkommen  aquivalent, d.h. unterscheiden sich nicht in ihren physikalischen
Bewegungen.4 Wir sahen, dass wir bei der Beschreibung von beschleunig-
ten Systemen zu einer raumzeitabh angigen Metrik g  ubergehen mussten.
Aufgrund des  Aquivalenzprinzips bedeutet das, dass wir bei der Beschrei-
bung von Systemen, die unter gravitativem Ein
uss stehen, ebenfalls zu ei-
ner raumzeitabh angigen Metrik  ubergehen k onnen, und somit die gravitative
Wechselwirkung durch die Eigenschaften des Raumes beschreiben:
 ) g(x
)
Flache Raumzeit Gekr ummte Raumzeit (2.7)
Kein Gravitationsfeld Gravitation
Inertialsystem Beschleunigtes System
4Foucault'sche Eekte, die aufgrund der Erdrotation auftreten werden bei dieser Be-
trachtung vernachl assigt.30 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Wie bewegt sich nun ein Teilchen in einer durch Gravitationsfelder gekr umm-
ten Raumzeit? Aufgrund des Hamilton'schen Prinzips der kleinsten Wirkung
sollte das Teilchen den Weg des kleinsten Widerstandes w ahlen. Falls keine
weiteren Kr afte auf das Teilchen einwirken, wird die realisierte Bahn des
Teilchens die minimalste Strecke zwischen zwei Raumzeitpunkten A und B
sein Z B
A
ds =
Z B
A
p
gdxdx ! minimal! ; (2.8)
was man als eine Gerade in der gekr ummten vierdimensionalen Raumzeit
bezeichnen kann. Parametrisiert man die Raumzeitkurve x mit einem af-
nen Parameter ,5 so muss die Wegl ange bez uglich innitesimaler Weg-
Variationen x() verschwinden
x()
Z B
A
ds = x()
Z B
A
p
gdxdx (2.9)
= x()
Z B
A
r
g
dx
d
dx
d
d = 0 : (2.10)
Die dadurch entstehende Euler-Lagrangegleichung bezeichnet man als Geo-
d atengleichung
d2x
d2 =   


dx
d
dx
d
; (2.11)
wobei die Tensoren  
 als Christoelsymbole bzw. Konnexionen bezeichnet
werden
 

 =
g
2
 
gj + gj + gj

: (2.12)
Mit Hilfe der Geod atengleichung k onnen wir also berechnen, wie sich Teilchen
in vorgegebener gekr ummter Raumzeit bewegen m ussen. Wie jedoch berech-
net man wie stark die Raumzeit gekr ummt ist, d.h. wie berechnet man das
konkrete Aussehen des raumzeitabh angigen metrischen Tensors g(x) - wie
berechnet man die St arke der Gravitationsfelder? Bei der eichtheoretischen
Formulierung der QCD sahen wir, dass die Eichforderung L0 = L, d.h. die
Invarianz der Lagrangedichte unter lokalen SU(3)(c) Farbtransformationen
nur zu realisieren war, wenn man die gluonischen Eichfelder der Theorie hin-
zuf ugte. Man musste einerseits alle partiellen Ableitungen durch kovariante
5 wird sp ater die Rolle der Eigenzeit  des Teilchens annehmen (d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Ableitungen ersetzen (@ ! Da
b = @1b
a + ig3Ga
b) und andererseits die
durch den Kommutator der kovarianten Ableitungen gebildeten gluonischen
Feldst arken der Lagrangedichte als kinetische Eichtherme hinzuf ugen
LQCD =  
1
16
Fa
bF

b
a (2.13)
mit: Fa
b =
i
g3

Da
c;Dc
b
=
 
GijGij   g3f
jk
iGjGk


i
a
b :
M ochte man eine physikalische Theorie in gekr ummter Raumzeit allgemein-
relativistisch kovariant formulieren, so kann man in gleicher Weise eich-
theoretisch vorgehen. Fordert man als eichtheoretischen Ansatz der klassi-
schen Gravitationstheorie eine Invarianz der Physik unter lokalen Raumzeit-
Transformationen (Gruppe der Dieomorphismen), so muss man zu kova-
rianten Ableitungen  ubergehen, damit sich die Ableitungen von Vektoren
und Tensoren tensoriell transformieren, und somit die physikalischen Aus-
sagen der Gleichungen nicht mehr von der Wahl des Koordinatensystems
abh angen. Die allgemeinrelativistisch kovariante Ableitung eines Vierervek-
tors A lautet
A

jj := A

j +  

A
 : (2.14)
Damit die kovariant abgeleiteten Gr oen auch wirklich ein tensorielles Trans-
formationsverhalten besitzen, m ussen sich die Konnexionen  

 wie folgt
transformieren
 
0
00 =  

L

0L
0
L

0 +
@x0
@x@xL

0L

0 : (2.15)
Die Konnexionen besitzen also (wie die Eichfelder Ga
b) ein inhomogenes,
nicht tensorielles Transformationsverhalten. Mit Hilfe der kovarianten Ablei-
tung schreibt sich die Geod atengleichung 2.11 wie folgt
v

jjv
 = 0 da: (2.16)
v

jjv
 =

@v
@x +  

v


v
 =
@
@x

@x
@

@x
@
+  


@x
@
@x
@
=
d2x
d2 +  


dx
d
dx
d
:
Die gravitativen Feldst arken ergeben sich wie bei den anderen elementaren
Wechselwirkungen durch den Kommutator der kovarianten Ableitungen:
[D;D]A
 = A

jjjj   A
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=  
 
 

j    

j +  

 

    

 



A

=:  R

A
 (2.17)
Den Feldst arketensor R
 der Gravitationstheorie nennt man Riemann-
tensor; er h angt von der Metrik g und den ersten gj und zweiten gjj
Ableitungen der Metrik ab. Der Riccitensor R und der Riemannskalar R
ergeben sich aus dem Riemanntensor durch Spurbildung
R := R

 ; R := R
 : (2.18)
Die Lagrangedichte der Gravitation muss nun aus Gr oen gebildet werden,
die invariant unter Koordinatentransformationen sind. Es ergeben sich theo-
retisch die folgenden M oglichkeiten
LGrav = R + c1RR
 + c2RR
 + ::: : (2.19)
Obwohl allein der dritte Term den anderen Eichtheorien entsprechen w urde
(siehe Kapitel 1) reduziert man die Lagrangedichte der ART allein auf den
ersten Term
LART = R : (2.20)
Die gesamte Lagrangedichte des Systems setzt sich nun aus dem ART-Teil
und dem Teil der in der Raumzeit verk orperten Energieformen LE zusammen
L = R + LE ; (2.21)
wobei  = G
c4 durch die Kopplungskonstante der Gravitation G bestimmt ist.
LE beinhaltet demnach alle im System bendlichen Teilchen und Felder aus-
genommen der kinetischen Selbstenergie des Gravitationsfeldes selbst. Diese
ist in LART durch Anteile des Riemannskalars in das System eingebracht.
Die Kopplungskonstante  gibt an, wie stark das Gravitationsfeld an die
Energieformen koppelt.
Das Hamilton'sche Prinzip der kleinsten Wirkung formuliert sich nun wie
folgt
g
Z
(R + LE)
p
 gd
4x = 0 ; (2.22)
wobei dV (4) =
p
 gd4x das Volumenelement in gekr ummter Raumzeit,
p
 g
die Wurzel aus der negativen Determinante der Metrik g ist und die Va-
riation  hinsichtlich der Metrik g ausgef uhrt wird. Aus diesem Prinzip2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 33
der kleinsten Wirkung ergeben sich die Einsteinschen Feldgleichungen (siehe
[2, 5, 6])
R
  
1
2
Rg
 = 8 T
 : (2.23)
T  ist der so genannte metrische Energieimpulstensor
T
 =  
1
p
 g
@(LE
p
 g)
@g
: (2.24)
Der Energie- und Impulsgehalt der in dem System bendlichen Teilchen und
Felder (rechte Seite der Einsteingleichung 2.23) ist demnach die Quelle und
Ursache der Kr ummung der Raumzeit (linke Seite der Einsteingleichung).
Vergleicht man die Theorie der ART mit der eichtheoretischen Formulie-
rung der anderen drei elementaren Wechselwirkungen, so ndet man gewisse
Gemeinsamkeiten und Unterschiede. Der urs achliche Grund der Unterschie-
de liegt in den unterschiedlichen Symmetriegruppen der Theorien. Die ART
ist nicht sensitiv auf die inneren Freiheitsgrade der Teilchen und Felder, wo-
hingegen die anderen elementaren Wechselwirkungen gerade durch diese in-
neren Ungleichgewichte erzeugt werden. Die ART ben otigt es nicht 'neue'
Austauschfelder zu erzeugen, die dann die Ungleichgewichte durch Kraftein-
wirkung ausgleichen; sie benutzt dagegen die bestehende Raumzeit und ver-
formt diese in einer Weise, dass f ur die Gesamtlagrangedichte des Systems
das Prinzip der kleinsten Wirkung realisiert ist. Im Anhang B sind die wich-
tigsten Grundgr oen der QCD und der ART vergleichend zusammengefasst.
2.3 Astrophysikalische Folgerungen der ART
In diesem Unterkapitel werden jene astrophysikalischen Folgerungen der ART
besprochen, die in direktem Zusammenhang mit kompakten Sternen auftre-
ten, und die beim weiteren Studium der Eigenschaften von kompakten Ster-
nen ben otigt werden.6
6Der gesamte Bereich der kosmologischen Konsequenzen der ART wird in dieser Arbeit
nicht behandelt.34 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Schwarze L ocher
Obwohl schwarze L ocher nicht zu dem Sammelbegri der kompakten Sterne
(Weie Zwerge, Neutronensterne, Hyperonensterne, Hybride Sterne, Quark-
sterne, Seltsame Sterne) hinzu geh oren, ist ihre detaillierte Darstellung in
dieser Arbeit n otig, da sie einerseits neben den kompakten Sternen einen
weiteren m oglichen Endzustand der Sternentwicklung darstellen, und ande-
rerseits ihre Eigenschaften au allige Gemeinsamkeiten mit dem Prozess des
Connements der QCD aufweisen.
Nach dem 'No Hair'-Theorem k onnen schwarze L ocher lediglich drei ih-
rer Eigenschaften der Auenwelt oenbaren. Neben der gravitativ wirkenden
Masse M kann ein schwarzes Loch ebenfalls einen Drehimpuls L und eine
Ladung Q besitzen. Da makroskopische, astrophysikalische Objekte stets als
Ganzes ladungsneutral sind, werden wir im folgenden den Fall eines gelade-
nen schwarzen Loches nicht betrachten (Q  0).
Schwarzschild L osung
Wir betrachten im folgenden den Spezialfall eines kugelsymmetrischen Gra-
vitationsfeldes. Die zugeh orige Raumzeitmetrik g(x) und das Wegl angen-
element ds m ussen dann ebenfalls Kugelsymmetrie besitzen, was bedeutet,
dass sie bei gleicher Entfernung vom Ursprung in allen Raumzeitpunkten
gleiche Werte besitzen sollen. Verwenden wir r aumliche Kugelkoordinaten
(x = (ct;x;y;z) ! x = (ct;r;;)) so ist die allgemeinste Form der Me-
trik die folgende [5]:
g =
0
B
B
B
@
l(r;t) a(r;t) 0 0
a(r;t) h(r;t) 0 0
0 0 k(r;t) 0
0 0 0 k(r;t)sin
2
1
C
C
C
A
(2.25)
Aufgrund der Freiheit der Wahl des Koordinatensystems k onnen wir die
Radius r und Zeitkoordinate t so umtransformieren, dass die Auerdiago-
nalelemente der Metrik a(r;t) verschwinden und k(r;t) =  r2 wird; durch
diese Transformation wird die Kugelsymmetrie nicht verletzt. Schreibt man
weiter die Gr oen l(r;t) und h(r;t) in expotentieller Form (l(r;t) = e(r;t)2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 35
und h(r;t) =  e(r;t)) so besitzt die kugelsymmetrische Metrik g und das
Wegl angenelement ds die folgende Form:
g =
0
B
B
B
@
e(r;t) 0 0 0
0  e(r;t) 0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin
2
1
C
C
C
A
(2.26)
ds
2 = c
2e
(r;t)dt
2   e
(r;t)dr
2   r
2  
sin
2d
2 + d
2
(2.27)
Die Masse eines kugelsymmetrischen schwarzen Loches bendet sich (wie
wir im folgenden sehen werden) konzentriert im Ursprungspunkt bei r = 0,
so dass der gesamte Raum (ohne den Punkt r = 0) materiefrei ist. Der
Energieimpulstensor verschwindet demnach im Auenraum identisch T 
0, so dass sich die Einsteingleichung (Gl. 2.23) wie folgt vereinfacht:
R   1
2Rg = 8T  = 0
) R = 0 (2.28)
Setzen wir den kugelsymmetrischen Ansatz der Metrik g (2.26) in die
Einsteingleichung des materiefreien Raumes (Gl. 2.28) ein, so erhalten wir
das folgende System von Dierentialgleichungen (siehe [5])
e
 

j
r
+
1
r2

 
1
r2 = 0 (2.29)
e
 

j
r
 
1
r2

+
1
r2 = 0 (2.30)
@
@t
= 0 ; (2.31)
wobei j =
@
@r;j =
@
@r. Addition der ersten beiden Gleichungen liefert

j + 
j =
@
@r
((r;t) + (r;t)) = 0
(r;t) + (r;t) = f(t) ; (2.32)
wobei f(t) eine beliebige Funktion der Zeit ist. Da wir bei den bisherigen
Koordinatentransformationen noch nicht die Freiheit einer beliebigen Zeit-
transformation t = f( t) benutzt haben, k onnen wir diese stets so w ahlen,
dass
(r;t) =  (r;t) (2.33)36 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
gilt.
Gleichung 2.31 verbunden mit Gl. 2.33 ergibt die allgemeine Zeitun-
abh angigkeit von kugelsymmetrischen Vakuumsl osungen der Einsteinglei-
chung ((r;t);(r;t) ! (r);(r)), das so genannte 'Birkov Theorem'. Dieses
Theorem besagt, dass jede kugelsymmetrische Vakuumsl osung der Einstein-
gleichung statisch sein muss. Ein kugelsymmetrisch kollabierender Stern, oder
ein radial oszillierender kugelsymmetrischer Stern behalten demnach ihre Au-
enraummetrik bei und ver andern somit nicht ihre gravitative Wirkung auf
umliegende Objekte.
Durch Integration der Gleichung 2.30 erh alt man
e
  = e
 = 1 +
const
r
: (2.34)
Die Integrationskonstante const l at sich im gravitativen Schwachfeld, d.h. in
groem r aumlichen Abstand, durch Vergleich mit der Newtonschen Theorie
festlegen. In groer Entfernung gilt das folgende f ur die Zeit-Zeit Komponente
g00 der Metrik [5]
g00  1 +
2(r)
c2 = 1  
2GM
rc2 ; (2.35)
wobei (r) =  GM
r das Newtonsche Gravitationspotential ist und M die
Gravitationsfelderzeugende Masse darstellt. Die Integrationskonstante const
wird als Schwarzschildradius bezeichnet
RS =
2GM
c2 : (2.36)
Die Schwarzschildmetrik und das zugeh orige Wegl angenelement nimmt nun
die folgende Form an
g =
0
B
B B
B
@
 
1  
RS
r

0 0 0
0  
 
1  
RS
r
 1
0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin2
1
C
C C
C
A
(2.37)
ds
2 = c
2

1  
RS
r

dt
2  

1  
RS
r
 1
dr
2   r
2  
sin
2d
2 + d
2
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Ein K orper, der sich in unendlicher Entfernung vom Ursprung bendet sp urt
keine gravitative Kraft, da f ur r ! 1 die Schwarzschildmetrik g in die
Minkowskimetrik der 
achen Raumzeit  ubergeht:
g(r ! 1) =  (2.38)
Die Schwarzschildmetrik beschreibt das raumzeitliche Verhalten eines ku-
gelsymmetrischen, nichtrotierenden und nichtgeladenen schwarzen Loches
der Masse M. Die skalare Invariante des Riemannschen Kr ummungstensors
R der Schwarzschildmetrik
RR
 =
48M2
r6 ; (2.39)
welche unabh angig von dem speziell gew ahlten Koordinatensystem ist, wird
im Ursprung singul ar, wohingegen sie beim Schwarzschildradius RS regul ar
bleibt. Die Metrik besitzt daher eine echte (r = 0) und eine Koordinaten-
system bedingte, uneigendliche Singularit at (r = RS). Um die Eigenschaf-
ten der Schwarzschild-Singularit at zu verstehen, betrachten wir radial in das
schwarze Loch einfallende bzw. auslaufende Lichtstrahlen, d.h. die Klasse der
radialen Nullgeod aten
ds
2 =
d
dt
=
d
dt
= 0 : (2.40)
Durch Einsetzen der Schwarzschildmetrik in die Bedingung (2.40) erhalten
wir die folgenden Gleichungen f ur die einlaufenden (+) und auslaufenden (-)
Lichtstrahle
t = +=   (r + 2M ln(jr   2Mj) + const) : (2.41)
Man gelangt somit zum Raumzeitdiagramm in Schwarzschildkoordinaten:38 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Abbildung 2.1: Raumzeitdiagramm der Schwarzschildmetrik in Schwarz-
schildkoordinaten.
Das Raumzeitdiagramm beschreibt das raumzeitliche Verhalten eines ku-
gelsymmetrischen schwarzen Loches aus dem Betrachtungsstandpunkt ei-
nes im Unendlichen ruhenden Beobachters. F ur den  aueren Beobachter
erscheint es, als ob die Raumzeit in zwei Bereiche geteilt ist (Bereich I:
r > RS, Bereich II: r < RS), die untereinander keinerlei Informationen aus-
tauschen k onnen. N ahert man sich vom Bereich I dem Schwarzschildradius
an (r ! RS;r > RS), so verengt sich der Lichtkegel so stark, dass man im
Grenzfall unendlich lange Zeit ben otigen w urde um RS erreichen zu k onnen.
Im Bereich II dagegen hat die Raum- r und Zeitkoordinate t anscheinend ih-
ren Sinn getauscht { die Zukunftslichtkegel zeigen unweigerlich in Richtung
der echten Singularit at im Ursprung. Ein Teilchen, das sich an einem Ort
im Bereich II bendet muss sich zwangsl aug in Richtung der echten Singu-
larit at bewegen. N ahert man sich theoretisch vom Bereich II der Schwarz-
schild Singularit at an, so verbreitern die Lichtkegel ihren  Onungswinkel. Im
Grenzfall r ! RS;r < RS ist der  O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ner winzigen r aumlichen Bewegung die gesamte Zukunft bzw. Vergangenheit
durchschreiten k onnte. Einem  aueren Beobachter erscheint die Kugel
 ache
des Schwarzschildradius demnach als eine Grenze eines Ereignishorizontes.
Vom Bereich I kann keine Information in den Bereich II, und von dem Be-
reich II kann man nicht in den Bereich I vordringen.
Die anscheinende Abgeschlossenheit beider Bereiche ist jedoch vom Stand-
punkt der Betrachtung d.h. von den zugrunde liegenden Koordinaten ab-
h angig. Einem im unendlichen ruhenden Beobachter erscheint es als ob ein
in das schwarze Loch fallender K orper, kurz vor Erreichen des Ereignishori-
zontes, immer langsamer wird und diesen in endlicher Zeit nicht  uberschrei-
ten wird { der K orper selbst jedoch  uberschreitet den Ereignishorizont ohne
Hindernisse, wie wir im folgenden sehen werden.
Bei der Schwarzschildl osung in avancierten Eddington-Finkelstein Koor-
dinaten liegt der Beobachtungsstandpunkt nicht ruhend im Unendlichen, son-
dern das Koordinatensystem bewegt sich selbst mit Lichtgeschwindigkeit auf
das schwarze Loch zu. Die Zeitkoordinate t wurde hier durch den Ausdruck
(2.41), der radial einfallenden Nullgeod aten transformiert
t !  t = t + 2M ln(jr   2Mj) : (2.42)
Das zugeh orige Raumzeitdiagramm der radial ein- und auslaufenden Null-
geod aten in Eddington-Finkelstein Koordinaten ist in Abb. 2.2 dargesstellt.
Man erkennt, dass ein radial einfallendes Teilchen zwar den Ereignishori-
zont  uberschreiten kann, es jedoch nach dem  Uberschreiten keine M oglichkeit
mehr gibt Information nach Auen zu senden.
Neben dem Ereignishorizont bei r = RS = 2GM=c2 ist die Kugelober-

 ache bei r = 3GM=c2 ebenfalls von zentraler Bedeutung. Man bezeichnet
sie als 'Photonensph are', da bei diesem Radius sich Lichtteilchen auf stabilen
Kreisbahnen bewegen k onnen (siehe [7, 8]).40 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
-
Abbildung 2.2: Raumzeitdiagramm der Schwarzschildmetrik in avancierten
Eddington-Finkelstein Koordinaten.
Kerr L osung
Die axialsymmetrische, statische L osung der Einsteingleichungen im Vakuum
wird als Kerr-L osung bezeichnet. Sie beschreibt die raumzeitliche Struktur
eines mit der Frequenz 
 = d=dt rotierenden schwarzen Loches. Die Her-
leitung der Kerr-L osung erfolgt mittels des Tetradenformalismus der ART.
Wie bei der Schwarzschildl osung ist das konkrete Erscheinungsbild der Kerr-
Metrik gKERR
 vom Beobachtungsstandpunkt, d.h. vom beschreibenden Ko-
ordinatensystem abh angig. Betrachtet man das rotierende schwarze Loch von
einem unendlich entfernten, ruhenden Standpunkt, so nimmt die Kerr-Metrik2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 41
und ihr entsprechendes Wegl angenelement ds die folgende Form an (siehe [9])
g
KERR
 =
0
B
B B
B
@
 
2sin
2

2 0 0
2
Mrsin
2

2
0  
2
 0 0
0 0  2 0
2
Mrsin
2

2 0 0 sin
2

2
 

2sin
2   (r2 + 
2)2
1
C
C C
C
A
ds
2 =

2
 
dt   
sin
2d
2  
sin
2
2
 
(r
2 + 

2)d   
dt
2   (2.43)
 
2

dr
2   
2d
2 ;
wobei 2 := r2+
2cos2 und  := r2 2Mr+
2. Man bezeichnet diese Me-
trik als 'Boyer-Linquist'-Form der Kerr-L osung. Im Grenzfall verschwinden-
der Rotation (
 ! 0) geht sie in die Schwarzschild-Form der Schwarzschild
Metrik  uber
g
KERR
 (
 ! 0) =
0
B
B B
B
@
 
1  
RS
r

0 0 0
0  
 
1  
RS
r
 1
0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin2
1
C
C C
C
A
:
Die zwei freien Parameter (M;
) der Kerr Metrik stellen die gravitative
Masse und die Rotationsfrequenz des schwarzen Loches dar - gemessen von
einem unendlich entfernten, ruhenden Beobachter.
Die Bildung der Riemannschen Invariante RR zeigt, dass die
Kerr-L osung eine echte Singularit at besitzt (siehe [9])
RR
 ! 1
falls: x
2 + y
2 = 

2;z = 0 :
Diese echte Singularit at bendet sich demnach nicht punktf ormig im Ur-
sprung, sondern ist ein Ring mit Radius 
, der sich in der  Aquatorebene des
schwarzen Loches bei z = 0 bendet.
Die Fl achen unendlicher Rotverschiebung sind durch das Verschwinden
der Zeit-Zeit{Komponente des metrischen Tensors gKERR
 gegeben
g
KERR
00 ! 0
falls: rR+=  = M + =  
p
M2   
2cos2 :42 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Im Unterschied zur Schwarzschildl osung existieren bei der Kerr-L osung somit
zwei Fl achen unendlicher Rotverschiebung rR+= .
Die Ereignishorizonte der Kerr-Metrik sind dagegen Hyper
 achen, die
lichtartige Eigenschaft (ds = 0) besitzen; dies ist der Fall, wenn die Raum-
Raum{Komponente der Metrik g

KERR verschwindet. Man gelangt dadurch
zu den zwei Nullereignishorizonten der Kerr Metrik
g
11
KERR = 0; falls: r+=  = M + =  
p
M2   
2 : (2.44)
Die Eigenschaften der Kerr Metrik lassen sich f ur 
 < M zusammenfassend
in folgendem Bild darstellen:
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Abbildung 2.3: Horizontstruktur (r+;r ) und Fl achen unendlicher Rotver-
schiebung (rR+;rR ) bei rotierenden Schwarzen L ochern (Links: 
 = 0:9M,
Rechts: 
 < M), wobei M = 1 km.
Den Bereich zwischen der  aueren Fl ache unendlicher Rotverschiebung
rR+ und dem  aueren Ereignishorizont r+ bezeichnet man als 'Ergosph are'.
Im Grenzfall verschwindender Rotation 
 = 0 fallen die Ereignishorizon-
te und die Fl achen unendlicher Rotverschiebung zusammen und bilden die
Schwarzschildsingularit at bei r = RS.2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 43
F ur 
 > M verschwinden die Ereignishorizonte, so dass eine nicht abge-
schirmte, nackte Ringsingularit at entsteht.7
Neben der Boyer-Linquist{Form der Kerr L osung existieren noch weitere
bekannte Darstellungsformen der Kerr Metrik, die sich physikalisch durch den
benutzten Beobachtungsstandpunkt unterscheiden. In avancierten Eddington-
Finkelstein Koordinaten ergibt sich z.B. das folgende Raumzeitdiagramm der
Kerr L osung, das sich in drei Bereiche untergliedern l at (I,II,III):
Abbildung 2.4: Raumzeitdiagramm der Kerr Metrik in avancierten
Eddington-Finkelstein Koordinaten.
Der  auere Ereignishorizont r+ ist dem der Schwarzschildsingularit at sehr
 ahnlich, da sich auch hier die Raum- und Zeitkoordinaten gegeneinander aus-
tauschen. Ein K orper, der den  aueren Ereignishorizont  ubertritt wir unwei-
gerlich vom Bereich II in den Bereich III gezwungen. Im Bereich III erhalten
7Nackte Singularit aten sind jedoch durch den von R. Penrose konstruierten 'kosmischen
Zensor' verboten.44 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
jedoch die Raum- und Zeitkoordinaten wieder ihren urspr unglichen Sinn,
so dass der K orper nicht unweigerlich in der echten Ringsingularit at enden
muss.
Schwarze L ocher, die als Endprodukte von sehr energiereichen Super-
nova Explosionen, oder einem Neutronen- oder Quarksternkollaps entste-
hen k onnen, sind sehr wahrscheinlich Kerr-Schwarze L ocher, wobei der Dre-
himpuls des Sterns L = I
Stern
8 in den Drehimpuls des schwarzen Loches
L = M
  ubergeht. Die sehr massiven schwarzen L ocher, die in Zentren
von Galaxien vermutet werden, k onnen im Prinzip ebenfalls Kerr-Schwarze
L ocher sein.9 Im Vergleich zu nichtrotierenden Schwarzen L ochern haben ro-
tierende schwarze L ocher nicht nur eine unterschiedliche Singularit ats- und
Horizont Struktur, sondern sie besitzen auch eine in der Newtonschen Theorie
nicht bekannte Eigenschaft { den auf der 'Frame-Dragging' Eigenschaft be-
ruhenden Lense-Thirring Eekt. Aufgrund von raumzeitlichen Mitf uhrungs-
eekten (Frame-Dragging) rotiert die Raumzeit selbst mit dem schwarzen
Loch, so dass umliegende K orper mitgezogen werden und rotierende Objekte,
die sich in der N ahe des schwarzen Loches aufhalten um ihre Rotationsachse
pr azedieren.
Kompakte Sterne
Im vorigen Unterkapitel betrachteten wir zwei L osungen der Einsteinglei-
chung in materiefreier Raumzeit T  0. Um die raumzeitliche Struktur in-
nerhalb (und auerhalb) von kompakten Sternen zu betrachten, werden wir
in diesem Unterkapitel L osungen der gesamten Einsteingleichung betrachten.
Raumzeitkr ummung innerhalb und auerhalb eines nichtrotieren-
den Sterns
Wir betrachten im folgenden die raumzeitliche Struktur, die durch einen
sph arisch symmetrischen, nichtrotierenden 
 = 0, nichtgeladenen Q = 0 und
statischen T (x) = T (r) K orper erzeugt wird. Wie bei der Herleitung der
8I = I(
) stellt das Tr agheitsmoment des Sterns dar.
9Neuere Beobachtungen des schwarzen Loches in unserer Galaxie legen sogar eine sehr
schnelle Rotation (
  0:5M) nahe (siehe [10, 11, 12, 13]).2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 45
Schwarzschildl osung benutzen wir den folgenden kugelsymmetrischen Ansatz
der Metrik10
g =
0
B
B
B
@
e(r) 0 0 0
0  e(r) 0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin
2
1
C
C
C
A
: (2.45)
Das Einsetzen dieses Ansatzes der Metrik in die Einsteingleichung
G

 = R

  
1
2
Rg

 = 8T

 (2.46)
liefert das folgende System von Dierentialgleichungen:
G
t
t =  e 

1
r2   j
r

+ 1
r2 = 8T
t
t
G
r
r =  e 

1
r2 + j
r

+ 1
r2 = 8T
r
r
G

 =  e 
2

jj   jj
2 +
(j)2
2 + j j
r

= 8T

 (2.47)
G

 = G
 = 8T


T 
 beschreibt den Energieimpulstensor des Gravitationsfeld erzeugenden
K orpers (in unserem Falle den des Sterns). Die Materie innerhalb des Sterns
setzen wir im folgenden als eine ideale Fl ussigkeit an, so dass wir W arme-
austauschprozesse (T 0i = 0;i = 1::3) und Viskosit atseekte (T ij = 0;i;j =
1::3;i 6= j) vernachl assigen. Der Energieimpulstensor T  einer solchen idea-
len Fl ussigkeit, lokal betrachtet an seinem Ort, kann wie folgt geschrieben
werden
T
 = ( + P)u
u
   g
P mit: u
 =
dx
d
; (2.48)
wobei u die 4er Geschwindigkeit der Materie ist,  die lokale Eigenzeit an
einem betrachteten Materiepunkt beschreibt (d =
p
ds2 =
p
gtt dt, t ist die
Koordinatenzeit eines unendlich entfernten Beobachters),  die Energiedichte
und P der Druck der Materie ist.
Aufgrund der statischen Forderung gilt:
T

 = ( + P)u
u   g
gP = ( + P)
dx
d

g
dx
d

  

P
10Wir benutzen hier jedoch von Anfang an die Zeitunabh angigkeit der Metrik.46 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
T
t
t = ( + P)
dt
d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d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Die Gleichungen 2.47 schreiben sich nun11:
 e 

1
r2   j
r

+ 1
r2 = 8 (2.49)
 e 

1
r2 + j
r

+ 1
r2 =  8P (2.50)
 e 
2

jj   jj
2 +
(j)2
2 + j j
r

=  8P (2.51)
Man kann Gleichung 2.49 wie folgt umformen:
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2m(r)
r

(2.52)
) m(r) =
Z r
0
4~ r
2(~ r) d~ r + m(0) (2.53)
Die Funktion m(r) ist an dieser Stelle noch als eine willk urlich denierte
Funktion aufzufassen; wir werden sp ater ihre physikalische Bedeutung auf-
zeigen. Es ist physikalisch sinnvoll die Integrationskonstante m(0) identisch
Null zu setzen, da sonst die Metrikkomponente g11(r) = e (r) =

1  
2m(r)
r

bei r = 0 eine Singularit at h atte.
Durch Einsetzen der Funktion m(r) in Gleichung 2.50 und weitere Um-
formungen erh alt man:
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(2.54)
Aus der Bianci-Identit at (hommogene Yang-Mills Gleichung der Gravita-
tion (siehe Anhang B))
Rjj + Rjj + Rjj = 0 (2.55)
folgt durch Spurbildung hinsichtlich der Indices ; und ; und nachtr agli-
che Umbenennung
; : R

jj + R

jj + R

jj = Rjj + R

jj   Rjj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jj
= G

jj = 0 : (2.56)
Die Spur der kovarianten Ableitung des Einsteintensors G
 ist demnach
stets 0. Verwendet man dieses Resultat in der Einsteingleichung so folgt:
G

jj = 8T

jj = 0
) T

jj = T

j +  

T

    

T

 = 0 (2.57)
Die Spur der kovarianten Ableitung des Energieimpulstensors (T 
jj) ver-
schwindet demnach stets. Verwendet man in dieser Bedingung nun den An-
satz der Metrik 2.45 und den Ausdruck des Energieimpulstensors einer idea-
len Fl ussigkeit 2.48, so folgt f ur die Radius{Komponente:
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 

 
t
rt    
r
rrP    

rP    

rP

=
=  Pjr    
t
rtP    
t
rt =  Pjr    
t
rt(P + ) = 0 (2.58)
Die Komponente  t
rt des Christoelsymbols hat die folgende Gestalt in der
benutzten Metrik
 
t
rt =
gt
2
 
grjt + gtjr + grtj

=
gtt
2
 
gtrjt + gttjr + grtjt

=
=
gtt
2
gttjr =
1
2
e
 (r) d
dr
(e
(r)) =
1
2
e
 (r)e
(r)d
dr
=
1
2
d
dr
;
so dass sich Gleichung 2.58 wie folgt schreibt
dP
dr
=   
t
rt(P + ) =  
1
2
d
dr
(P + ) : (2.59)
Einsetzen des Ausdruckes 2.54 liefert
dP
dr
=  
( + P)4r3 + m
r(r   2m)
: (2.60)
Gleichung 2.60 zusammen mit den Ausdr ucken 2.53 und 2.54 bezeichnet man
als die Tollman-Oppenheimer-Volko (TOV) Gleichungen
dP
dr
=  
( + P)4r3 + m
r(r   2m)
m(r) =
Z r
0
4~ r
2(~ r) d~ r (2.61)
d
dr
=
8Pr3 + 2m
r(r   2m)
;
wobei die raumzeitliche Struktur durch die folgenden Ausdr ucke bestimmt
ist
g =
0
B
B
B B
@
e(r) 0 0 0
0  

1  
2m(r)
r
 1
0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin
2
1
C
C
C C
A
ds
2 = e
(r)dt
2 +

1  
2m(r)
r
 1
dr
2   r
2  
d
2 + sin
2d
2
:
Das gekoppelte Dierentialgleichungsystem der TOV-Gleichungen beschreibt
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Sterns verh alt12, andererseits beschreibt sie auerdem wie sich der Druck P
und die Energiedichte  im Sterninneren ver andern m ussen. Wir nehmen im
folgenden an, dass der Stern eine endliche Ausdehnung haben soll; seinen
Radius bezeichnen wir mit R. Auerhalb des Sterns soll sich der materiefreie
Raum benden, so dass folgendes gilt:
T
(r) 6= 0 falls: r  R
T
(r)  0 falls: r > R
Um die Struktur der Raumzeit auerhalb des Sterns zu bestimmen, m ussen
wir somit die Einsteingleichung im Vakuum l osen. Im sph arisch symmetri-
schen Fall vereinfacht sich dies aufgrund des Birkov-Theorems erheblich, da
in Folge des Theorems jede sph arisch symmetrische L osung der Vakuum-
Einsteingleichung durch die Schwarzschildmetrik beschrieben wird. Am Stern-
radius R m ussen somit die durch die TOV-Gleichungen gewonnenen L osun-
gen der Metrik, in die Schwarzschildmetrik  ubergehen. Diese Randbedingun-
gen lassen sich wie folgt schreiben:
Sternradius R : P(r = R) = 0; (r = R) = 0
Metrik-Komponente gtt = e(r) : (r = R) = ln

1  
2M
R

Metrik-Komponente grr =

1  
2m(r)
R
 1
: m(r = R) = M (2.62)
Die physikalische Interpretation der Funktion m(r) als gravitativ wirkender
Massenbeitrag des Sterns innerhalb des Radius r liegt nun nahe. Die gravi-
tativ wirkende Gesamtmasse des Sterns schreibt sich somit
M = m(r = R) =
Z R
0
4~ r
2(~ r) d~ r : (2.63)
Diese gravitative Masse des Sterns setzt sich aus zwei Bestandteilen zusam-
men, die ich im folgenden mit der Massenenergie der Teilchen und Felder
MTF und der Massenenergie des Gravitationsfeldes MG bezeichnen m ochte.
Die Massenenergie der Teilchen und Felder ergibt sich durch das Volumen-
integral dV (3) =
p
g(3)d(3)x der Energiedichte  der Materie in gekr ummter
12Im folgenden wird von Sternen gesprochen, obwohl die TOV-Gleichungen einen belie-
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Raumzeit:
MTF =
Z
V
(r)dV
(3) =
Z R
0
Z 
0
Z 2
0
(r)
q
jgrrggj drdd =
=
Z R
0
(r)4r
2e
 
(r)
2 dr = 4
Z R
0
(r)r2
q
1  
2m(r)
r
dr
MTF bezeichnet somit den gesamten Energiegehalt, der durch die in dem
Stern bendlichen Teilchen und Felder bedingt ist13. Die zus atzliche gravi-
tativ wirkende Energie des Sterns wird verursacht durch den Energiebeitrag
des Gravitationsfeldes selbst; man kann diese Energie als gravitative Bin-
dungsenergie MG des Sterns bezeichnen14
MG = M   MTF : (2.64)
Bei der Konstruktion eines Sternmodells geht man nun wie folgt vor:
Durch ein Elementarteilchen-theoretisches Modell (siehe Kapitel 3) gelangt
man zur Zustandsgleichung der Materie, d.h. zu einer Funktion des Drucks
der Materie in Abh angigkeit von seiner Energiedichte P(). Die TOV Glei-
chungen verbunden mit der Zustandsgleichung lassen sich nummerisch l osen.
Man legt dabei den Druck Pc := P(r = 0) bzw. die Energiedichte c :=
(r = 0) im Sternzentrum r = 0 fest und integriert die gekoppelten TOV-
Gleichungen vom Sternzentrum nach auen bis der Druck an der Sterno-
ber
 ache verschwindet P(r = R) = 0. Um die Randbedingung (2.62) der
gtt Komponente der Metrik zu gew ahrleisten addiert man nachtr aglich einen
konstanten Faktor zur Funktion (r). Man erh alt dadurch die gesamte Me-
trik innerhalb und auerhalb des Sterns, seine Masse M, seinen Radius R
und die Druck- und Energiedichtenprole (P(r);(r)) im Stern (siehe Kapitel
3).
Die TOV-Gleichungen lassen sich f ur einige Spezialf alle und Zustands-
gleichungen analytisch l osen; das bekannteste Beispiel ist das der konstanten
13MTF kann ebenfalls in zwei Teile gegliedert werden, wobei der eine die gesamte Teil-
chenenergie beschreibt und der andere die gesamte Bindungsenergie der Teilchen die durch
Austauschkr afte verursacht werden beinhaltet.
14Obwohl der Energieimpulstensor des Gravitationsfeldes im allgemeinen nicht einheit-
lich deniert werden kann ([6, 14]) ist die Angabe der Gravitationsenergie im sph arisch
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Dichte im Stern. Hierbei nimmt man an, das die Energiedichte  uber den
ganzen Stern konstant ist (r) = 0 und am Sternrand diskontinuierlich auf
Null springt. In diesem vereinfachten Modell erh alt man eine nat urliche Sta-
bilit atsgrenze und damit verbundene Grenzmassen Mlim und Grenzradien
Rlim f ur Sterne. Diese absolute Stabilit atsgrenze besagt, dass der Radius ei-
nes Sterns niemals kleiner als 9=8 seines theoretischen Schwarzschildradius
werden darf, da sonst der Druck im Sternzentrum gegen unendlich strebt15.
Es gilt:
Rlim =
9
4
Mlim = (30)
 1=2 )
Rlim
RS
=
9
8
(2.65)
Um sich die Struktur der Raumzeit innerhalb und auerhalb des Sterns
zu visualisieren kann man im statischen, sph arisch symmetrischen Fall wie
folgt verfahren: Aufgrund der Zeitunabh angigkeit der Metrik betrachtet man
sich die Raumzeit zu einem festen, beliebigen Zeitpunkt, d.h. auf einer Hy-
per
 ache der Raumzeit mit t = const. Aufgrund der sph arischen Symmetrie
sind alle Fl achen mit  = const gleichbedeutend, so dass wir den Raum in
einem Schnitt durch die  Aquatorebene  = =2 betrachten. Das Wegl angen-
element schreibt sich somit
r  R : ds
2 =  

1  
2m(r)
r
 1
dr
2   r
2 d
2
r > R : ds
2 =  

1  
2M
r
 1
dr
2   r
2 d
2
Die durch das Wegl angenelement beschriebene gekr ummte zweidimensiona-
le Geometrie betten wir nun (zur Visualisierung) in einen dreidimensiona-
len euklidischen Raum ein, den wir durch zylindrische Koordinaten (z;r;)
beschreiben. Das Wegl angenelement in diesem euklidischen Veranschauli-
chungsraum lautet
ds
2 = dz
2   dr
2   r
2 d
2 : (2.66)
Wir setzen nun beide Wegl angenelemente gleich und beschreiben dadurch
die Abweichungen der gekr ummten Raumzeit von der 
achen, euklidischen
15Man kann zeigen, dass diese absolute Stabilit atsgrenze auch f ur beliebige Zustands-
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Geometrie durch die Koordinate z = z(r), den so genannten 'Lift'
r  R : z(r) =
Z r
0

r
2m(r)
  1
 1=2
dr
r > R : z(r) =
p
8M(r   2M) + const :
Die Integrationskonstante const wird so gew ahlt, dass am Sternradius R
Innen- und Auendenitionen von z(r) stetig ineinander  ubergehen. Durch
die Funktion z(r) wird eine zweidimensionale Fl ache im dreidimensiona-
len euklidischen Raum deniert; sie visualisiert die gekr ummte Raumzeit.
z(r)  0 entspricht der 
achen Raumzeit, z.B. beschrieben durch die Min-
kovski Metrik (Gl. 2.3). Abb. 2.5 zeigt die Visualisierung der Raumzeit eines
Neutronensterns der Masse M im Vergleich zu einem schwarzen Loch der
Masse M.
z(x,y) z(x,y)
Abbildung 2.5: Eingebettetes Raumzeitdiagramm eines Neutronensterns
(links) und eines schwarzen Loches (rechts) wobei M = 1:4M und die x-
und y-Achse in Einheiten km dargestellt sind.2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 53
Die Raumzeit inner- und auerhalb eines kompakten Sterns mit R > RS
ist somit singularit ats- und horizontfrei.
Raumzeitkr ummung innerhalb und auerhalb eines rotierenden
Sterns
Wie wir bereits bei der Beschreibung eines rotierenden schwarzen Lochs,
formuliert durch die Kerr L osung der Vakuum-Einsteingleichungen sahen,
werden die entstehenden Gleichungen durch das Miteinbeziehen von Rota-
tionseekten sehr kompliziert. Die allgemeinrelativistische Behandlung von
rotierenden Sternen ist deshalb nur nummerisch m oglich, falls man nicht ex-
trem eingreifende Einschr ankungen an das System macht. Die Korrekturen,
die aufgrund der Rotation bei den Eigenschaften der Sterne bzw. bei der
Metrik entstehen, werden jedoch erst bei sehr schneller Rotation wichtig.
Nummerische Rechnungen (siehe [15, 16]) zeigen, dass man Rotationskorrek-
turen bei Neutronensternen vernachl assigen kann, falls diese langsamer als
1 Herz rotieren; der magebliche Teil der bekannten Neutronensterne (sie-
he Anhang C) erf ullt diese Eigenschaft. Rotiert ein Neutronenstern jedoch
schneller, so so weicht seine Geometrie von der sph arischen ab und er wird um
seine Rotationsachse axialsymmetrisch deformiert. Sein  aquatorialer Radius
R aqu ist dann gr oer als sein polarer Radius Rpol. Diese axialsymmetrische
Deformation wird durch die Angabe der Exzentrizit at e deniert:16
e =
s
1  

Rpol
R aqu
2
(2.67)
Neben der Deformation des Sterns wird die Metrik der Raumzeit g
innerhalb und auerhalb des Sterns durch die Rotation ebenfalls abge andert.
Wie bei der Kerr Metrik entstehen Mitf uhrungseekte der Raumzeit (engl.
'frame-dragging') die Lense-Thirring Eekte verursachen.
Da das Birko-Theorem nur f ur sph arisch symmetrische L osungen der
Einsteingleichung (Schwarzschild, Reissner-Nordstr= om) gilt, kann man das
Gravitationsfeld im Auenraum eines rotierenden Sterns nicht einfach durch
16Nummerische Rechnungen in unterschiedlichsten Neutronenstern-Modellen zeigen,
dass Exzentrizit aten bis zu e  0:75 m oglich sind (siehe [15]).54 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
die Kerr-L osung beschreiben17. Die Innen- und Auenrauml osungen der Me-
trik eines rotierenden Sterns m ussen demnach abh angig voneinander gel ost
werden.
Man kann den axialsymmetrischen Ansatz der Metrik g und des zu-
geh origen Wegl angenelements ds eines station ar rotierenden Sterns wie folgt
darstellen (siehe [15]):
g(r;;(
)) =
0
B B
B
@
e(r;)   !(r;)2e (r;) 0 0 !(r;)e (r;)
0  e(r;) 0 0
0 0  e(r;) 0
!(r;)e (r;) 0 0  e (r;)
1
C C
C
A
(2.68)
ds
2 = e
(r;)dt
2   e
 (r;) (d   !(r;)dt)
2   e
(r;)d
2 + e
(r;)dr
2
Die Metrik g, die Metrik-Funktionen ;;;  und die Funktion ! h angen
explizit von den Koordinaten r; und implizit von der Rotationsfrequenz 

des Sterns ab.18
!(r;;(
)), die so genannte 'Frame-Dragging'-Frequenz beschreibt die
Mitf uhrungseekte der Raumzeit die aufgrund der Rotation des Sterns her-
vorgerufen werden. Die relative Winkelgeschwindigkeit eines Volumenele-
ments von Materie im Stern ist demnach  !(r;;
) := 
   !(r;;(
)).
Um einen Einblick in die Struktur der Gleichungen eines rotierenden
Sterns zu bekommen, wird im folgenden die st orungstheoretische Methode
von Hartle und Thorne beschrieben, die auf einer Multipolentwicklung der
Metrik und der Einsteingleichung basiert (Details siehe [15])19. Die Mate-
rie des Sterns wird wieder als eine ideale Fl ussigkeit angesetzt, so dass der
Energieimpulstensor T durch Gl. 2.48 beschrieben werden kann.
Durch die Rotation entstehen in jedem Fluidelement im Stern zus atzliche
Beitr age zum Druck P und zur Energiedichte , die man in der Hartle-
17Es kann sogar gezeigt werden, dass bei beliebiger Wahl einer Zustandsgleichung P(),
die Kerr-L osung im allgemeinen keine sinnvolle Innenrauml osung besitzt ([17]).
18
 wird wieder gemessen von einem ruhenden, unendlich entfernten Beobachter.
19Die st orungstheoretische Hartle-Thorne Methode ist nur f ur 'langsam' rotierende Ster-
ne geeignet (Neutronensterne mit Perioden von Sekunden und einigen Millisekunden wer-
den gut beschrieben); f ur schneller rotierende Objekte sind andere Methoden besser ge-
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Thorne Methode formal dem Energieimpulstensor hinzuf ugt:
T
 = T

0 + T

T

0 = ( + P)u
u
   Pg

T
 = ( + P)u
u
   Pg

T

0 beschreibt den Energieimpulstensor eines nichtrotierenden Sterns (TOV-
Gleichungen).
Die Grundidee der Hartle-Thorne Methode besteht darin, den rotierenden
Stern um die sph arisch symmetrische L osung der TOV-Gleichung mittels ei-
ner Multipolmethode zu entwickeln, und die entstehenden Gleichungen nach
Ordnungen der Rotationsfrequenz 
 zu gliedern20. Die zus atzlichen Beitr age
des Drucks und der Energiedichte entwickelt man nach der Multipolmethode
wie folgt:
P = ( + P)
 
P0 + P2L2(cos
2)

;  = P
@
@P
In gleicher Weise entwickelt man die Metrikkomponenten des Ansatzes (2.68)
um die nichtrotierende L osung der TOV-Gleichungen:
e
(r;;
) = e
(r)  
1 + h0(r;
) + h2(r;
)L2(cos
2)

e
(r;;
) = e
(r)

1 +
m0(r;
)   m2(r;
)L2(cos2)
r   2m(r)

(2.69)
e
(r;;
) = r
2  
1 + v2(r;
)   h2(r;
)L2(cos
2)

e
 (r;;
) = r
2sin
2
 
1 + v2(r;
)   h2(r;
)L2(cos
2)

L2(cos2) ist das zweite Legendrepolynom (L2(x) := 1
2(3x2   1)).21 Die Pa-
rameter P0;h0 und m0 sind die Monopolkorrekturen, die sich aufgrund der
Rotation des Sterns ergeben; sie beschreiben die zus atzlichen sph arisch sym-
metrischen Beitr age zur Metrik g und zur gravitativen Gesamtmasse M des
Sterns. Die Parameter P2;h2;m2 und v2 sind die Quadrupolkorrekturen, die
die sph arische Symmetrie des ungest orten Systems axialsymmetrisch defor-
mieren; sie sind verantwortlich f ur die Abplattung des Sterns und bestimmen
den Wert e der Exzentrizit at (Gl. 2.67).
20Im folgenden werden Therme dritter Ornung 
3 oder h oher vernachl assigt.
21Um Verwechslungen mit dem Druck P zu vermeiden, wurden die Legendrepolynome
mit L2(cos2) bezeichnet; in den meisten Lehrb uchern wird das Symbol P2(cos2) benutzt.56 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Die Frame-Dragging Frequenz !(r;) l at sich durch die  t Komponente
der Einsteingleichung bestimmen
G
t = R
t  
1
2
R 
t
|{z}
0
= R
t = 8T
t : (2.70)
Entwickelt man diese Gleichung und vernachl assigt Ordnungen  
3, so wird
! allein durch Ausdr ucke des ungest orten Systems bestimmt und verliert
seine -Abh angigkeit
  d
dr

r4j(r)
d!(r)
dr

+ 4r3dj(r)
dr (
   !(r)) = 0 ; r  R (2.71)
mit: j(r) = e(r)=2p
1   2m(r)=r :
Auerhalb des Sterns f allt die Frame-Dragging Frequenz mit r 3 ab
!(r) =
2
r3J(
) r > R ; (2.72)
wobei J(
) der gesamte Drehimpuls des Sterns ist, der sich in niedrigster
Ordnung wie folgt vereinfacht [15]:
J(
) =
Z
V
T
t(r;;;(
))
p
jgjdrd d 

8
3
Z R
0
r
4 (r) + P(r)
p
(1   2m(r)=r)
(
   !(r))e
 (r)=2dr (2.73)
Das Tr agheitsmoment I(
) des Sterns, hinsichtlich seiner Rotationsachse,
ergibt sich durch I(
) = J(
)=
.
Die durch das Frame-Dragging verursachten Mitf uhrungseekte der Raum-
zeit und der dadurch entstehende Lense-Thirring Eekt sind experimentell
noch nicht nachgewiesene Vorhersagen der ART die generell bei allen rotie-
renden K orpern auftreten sollten. Obwohl der Mitf uhrungseekt der Raum-
zeit im Auenraum der Erde, aufgrund der kleinen Rotationsgeschwindigkeit
und Masse der Erde, minimal ist, glaubt man diesen Eekt durch eine geplan-
te Satelitenmission22 nachweisen zu k onnen (siehe [19]). Da die Mitf uhrungs-
eekte in der n aheren Umgebung von schnell rotierenden Neutronensternen
22Die unter dem Namen 'Gravity Probe B' bekannte Mission wird voraussichtlich am
20. April 2004 starten (n aheres siehe http://einstein.stanford.edu).2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 57
viel gr oer sind als die der Erde, k onnen sie die Bewegung von um den Neu-
tronenstern kreisenden Teilchen merklich beein
ussen. Neutronensterne, die
von einem bin aren Partner durch Akkretion Masse erhalten, sind von einer
Akkretionsscheibe umgeben. Es gibt erste Indizien, dass die Bewegung der
Akkretionsscheibe und das Verhalten der auf den Neutronenstern einfallen-
den Materie von den Mitf uhrungseekten der Raumzeit mitbestimmt werden,
so dass man ihre Existenz und Gr oe indirekt nachweisen kann [20].
Die absolute Obergrenze der Rotationsfrequenz 
 eines Sterns ist erreicht,
wenn sich Sternmaterie an der Ober
 ache des Sterns in  aquatorialer Ebene
aufgrund der starken Zentrifugalkr afte abl ot. Bei dieser Frequenz (Kepler-
frequenz 
K) sind die attraktiven, den Stern zusammenhaltenden Gravita-
tionskr afte gleich den aufgrund der Rotation wirkenden Zentrifugalkr aften.
Ohne Rotationskorrekturen ergibt sich der folgende Wert f ur die Keplerfre-
quenz

K =
r
M
R3 : (2.74)
Bezieht man Rotationskorrekturen mit ein, so erh alt man einen geringeren
Wert f ur die Keplerfrequenz (n aheres siehe [15])
(
K)
2 =
 
1 +
2I
R3  

2I
R3
2! 1
M
R3 : (2.75)
Anschaulich ist dies zu verstehen, indem man beachtet, dass in der ART die
Rotationsenergie des Sterns eine zus atzliche gravitative Bindung erzeugt, so
dass der Stern im Vergleich schneller rotieren kann. Eine durch 'exakte' num-
merische Berechnungen erzielte empirische Formel, die f ur rotierende Sterne
mit maximaler Masse Mmax erzielt wurde, lautet

K =
2
3
s
Mmax
R3
Mmax
: (2.76)
Radiale Oszillationen von kompakten Sternen
Radiale Oszillationen von sph arisch symmetrischen Sternen ver andern nach
dem Birkov-Theorem die Auenraummetrik (Schwarzschildmetrik) nicht, so58 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
dass als Folge dessen keine Energieabstrahlung durch Gravitationswellen auf-
tritt. Die Betrachtung der Eigenfrequenzen fn von radial oszillierenden Ster-
nen ist jedoch f ur die Stabilit atsbetrachtung von Gleichgewichtszust anden
von Sternen von groer Bedeutung. Stabile kompakte Sterne sollten bei einer
kleinen Ver uckung um ihren Gleichgewichtszustand wieder in diesen zur uck-
kehren und nicht explodieren bzw. kollabieren; nur so k onnen kompakte Ster-
ne in bin aren Systemen existieren.
Der Gleichgewichtszustand des Sterns sei gegeben durch eine L osung
der TOV-Gleichungen (2.60) und wird im folgenden mit dem Index 0 ge-
kennzeichnet. Durch die Oszillationen wird die Metrik innerhalb des Sterns
zeitabh angig, so dass wir folgenden sph arisch symmetrischen Ansatz der Me-
trik verwenden:
g(t;r) =
0
B
B
B
@
e(t;r) 0 0 0
0  e(t;r) 0 0
0 0  r2 0
0 0 0  r2sin
2
1
C
C
C
A
(2.77)
Die zeitabh angigen Metrikkomponenten sollen sich durch kleine St orungen
um den Gleichgewichtszustand herum ergeben
(t;r) = 0(r) + (t;r) (2.78)
(t;r) = 0(r) + (t;r) :
Diese kleinen St orungen ver andern ebenfalls an jedem Raumzeitpunkt (t;r)
den Druck P, die Energiedichte  und die barionische Teilchendichte , so
dass diese Gr oen ebenfalls um ihren Gleichgewichtzustand gest ort werden
P(t;r) = P0(r) + P(t;r)
(t;r) = 0(r) + (t;r) (2.79)
(t;r) = 0(r) + (t;r) :
Fl ussigkeitselemente der Sternmaterie, die sich in der Gleichgewichtskon-
guration am Orte r benden, werden durch die Oszillationen r aumlich um
einen gewissen Betrag (t;r) verschoben.
Die angegebenen Ver uckungen der Metrikkomponenten ; und der
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sich an der Koordinate r des entsprechenden Gleichgewichtszustandes ben-
det; man bezeichnet sie als 'Euler'sche Ver uckung '. Betrachtet man jedoch
die Situation in der gest orten Metrik und bewegt sich als Beobachter mit der
Oszillation auf dem Koordinatenpunkt r + (r;t), so nimmt man die  Ande-
rungen der Materieeigenschaften anders war. Man bezeichnet diese St orung
als 'Lagrange'sche Ver uckung ', sie besitzen in N aherung den folgenden
Wert:
P(t;r) = P(t;r + (r;t))   P0(r)  P(t;r) +
dP0(r)
dr
(r;t)(2.80)
(t;r) = (t;r + (r;t))   0(r)  (t;r) +
d0(r)
dr
(r;t)
(t;r) = (t;r + (r;t))   0(r)  (t;r) +
d0(r)
dr
(r;t)
Wir nehmen im folgenden an, dass Barionenzahl und Energieerhaltung
w ahrend der Oszillation erf ullt ist. Weiter fordern wir, dass die Vibrationen
des Sterns adiabatisch erfolgen sollen, so dass es keinen W armeaustausch
zwischen benachbarten Volumenelementen im Stern geben darf.
Die dynamischen Gleichungen erh alt man durch das Einsetzen des An-
satzes der gest orten Metrik (2.77) und der gest orten Energieimpulsausdr ucke
(2.80) in die Einsteingleichung (2.23) bzw. in die Gleichung der kovarianten
Erhaltung des Energieimpulstensors T
jj  0. Wir betrachten im folgenden
sehr kleine Lagrange'sche Ver uckungen, so dass wir nur lineare Terme der
Ver uckungen in den entstehenden Gleichungen betrachten und h ohere Ord-
nungen vernachl assigen. Die so entstehende dynamische Gleichung f ur die
radiale Ver uckung (t;r) besitzt die folgende Struktur:
W
d2
dt2 =
d
dr


d
dr

+ Q ; (t;r) =
e 0
r2 (t;r) (2.81)
W =
(e30+0)( + P)
r2
 =
e0+30  P
r2
Q =  4
e0+30
r3
dP
dr
  8
e30+60 ( + P)P
r2 +
+
e30+0
r2 ( + P)

dP
dr
2
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wobei   den adiabatischen Index bezeichnet:23
  =
@(lnP)
@(ln)
 


s
=
 + P
P
@P
@
 


s
(2.82)
Wir nehmen weiter an, dass die Zeitabh angigkeit der radialen Ver uckung
(t;r) sich aus sinusf ormigen Normalmoden n der Oszillationsfrequenzen fn
zusammensetzen
(t;r) =
1 X
n=0
n(r)e
ifnt : (2.83)
F ur die n-te Eigenmode erh alt man somit die folgende Dierentialgleichung
d
dr


dn
dr

+
 
Q + f
2
nW

n = 0 (2.84)
Bei gegebener Zustandsgleichung P(;) lassen sich die Oszillations-Eigenmoden
berechnen, wobei die folgenden Randbedingungen benutzt werden
n  r
3 f ur: r ! 0 (2.85)
dn
dr
= 0 f ur: r ! R :
Eigenmoden mit f2
n > 0 lassen den Stern in einer gleich bleibenden Weise
radial oszillieren, wohingegen die Oszillationen der Eigenmoden mit f2
n < 0
expotentiell mit der Zeit anwachsen, so dass hier eine dynamische Instabilit at
des Sterns auftritt. Da das Frequenzspektrum der Eigenfrequenzen fn wie
folgt geordnet ist
f
2
n < f
2
n+1 mit: n = 0;1;2;3;::: ; (2.86)
ist eine notwendige und hinreichende Bedingung f ur die dynamische Stabilit at
des Stern hinsichtlich radialer Oszillationen die folgende Forderung:
Dynamische Stabilit atsforderung: f
2
0  0 (2.87)
Die Frequenz der Fundamentalmode (n = 0) darf demnach keine imagin aren
Anteile enthalten.
Die dynamische Instabilit at tritt bei kompakten Sternen mit realisti-
schen Zustandsgleichungen immer vor der absoluten Stabilit atsgrenze (R 
23js beschreibt berechnete Gr oen bei konstant gehaltener Entropie s.2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 61
9=8RS) auf und deniert die maximale Masse Mmax der Sterne (siehe Kapitel
3).
Berechnungen von Oszillationen, die die sph arische Symmetrie verletzen
bzw. Oszillationen von rotierenden Sternen sind in der ART sehr aufwendig,
da dabei eine Energieabstrahlung durch Gravitationswellen erzeugt wird. Die
astrophysikalische Relevanz solcher nichtradialer Oszillationen wird im letz-
ten Teil dieses Kapitels dargestellt.
Gravitative Rotverschiebung
Den mageblichen Anteil der astrophysikalischen Erscheinungen nimmt man
durch die Detektion von elektromagnetischen Wellen war (Infrarot-, opti-
sche, R ontgen- und Gamma- Teleskope)24. Die hier auf der Erde (bzw. durch
Satelliten im All) detektierte elektromagnetische Wellenform ist jedoch nicht
identisch mit der elektromagnetischen Welle, die von der Quelle der Strahlung
ausgesandt wurde. Einerseits wird die Strahlungsintensit at geometrisch ab-
geschw acht, andererseits k onnen Teile auf ihrem Weg durch das interstellare
Medium abge andert werden. Des weiteren k onnen Frequenz-Verschiebungen
auftreten.
Frequenz-Verschiebungen von elektromagnetischen Wellen k onnen durch
zwei ganz unterschiedliche Arten verursacht werden. Bewegt sich ein strah-
lendes astrophysikalisches Objekt auf uns zu bzw. von uns weg, so wird die
Frequenz der Strahlung ins blaue bzw. ins rote hin verschoben. Die kos-
mologische Rotverschiebung, die durch die Expansion des gesamten Univer-
sums entsteht, basiert auf dieser Art der Dopper-Rotverschiebung. Neben
der Frequenz-Verschiebung durch den Dopplereekt gibt es die gravitative
Rotverschiebung, die bei astrophysikalischen Objekten auftritt, die ein sehr
starkes Gravitationsfeld besitzen (z.B. schwarze L ocher, kompakte Sterne,
Galaxiekerne).
Zur Veranschaulichung des Eekts der gravitativen Rotverschiebung stel-
len wir uns vor, da sich auf der Ober
 ache eines statischen und sph arisch
24Neben den Detektoren f ur elektromagnetische Wellen geben auerdem Neutrinodetek-
toren, kosmische Teilchenschauer Detektoren und vielleicht in Zukunft Gravitationswellen-
Detektoren Auskunft  uber bestimmte astrophysikalische Erscheinungen.62 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
symmetrischen Neutronensterns der Masse M und des Radius R eine mono-
cromatische Strahlungsquelle der Frequenz Q bendet. Die radial ausgesand-
te Strahlung wird von uns als Beobachter (ruhend am Orte rB) detektiert
(siehe Abb. 2.6); wir bezeichnen die vom Beobachter gemessene Frequenz mit
B.
Q B
R 0 rB
-
Abbildung 2.6: Veranschaulichung der gravitativen Rotverschiebung.
Die Frequenz Q ergibt sich durch den Quotienten der Zeitspanne Q
der aufeinander folgenden Wellenk amme der elektromagnetischen Strahlung
(Q = 1=(Q)) gemessen in der Eigenzeit  am Orte R der Ober
 ache des
Sterns. Das Dierential der Eigenzeit d an einem Ort r in dieser statischen,
sph arisch symmetrischen Raumzeit ist wie folgt deniert
d(r) =
q
g(r)dxdx : (2.88)
Dieser Ausdruck vereinfacht sich, wenn man annimmt, dass sich die Quelle
der Strahlung und der Beobachter r aumlich nicht bewegen
d(r) =
p
gtt(r)dt ; (2.89)
wobei dt das Dierential der Koordinatenzeit t (Weltzeit) ist.
Die Frequenz der ausgesandten Strahlung Q schreibt sich somit
Q =
1
Q
=
1
p
gtt(R)t
; (2.90)2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 63
wobei t die Zeitspanne beschreibt, die eine Schwingung der elektromagneti-
schen Welle, in Koordinatenzeit t gemessen ben otigt. Da die Koordinatenzeit
t an jedem Ort universell deniert ist, gilt f ur die am Orte rB des Beobachters
gemessene Frequenz B
B =
1
B
=
1
p
gtt(rB)t
=
1
p
gtt(rB)
1
1 p
gtt(R) Q
=
=
s
gtt(R)
gtt(rB)
Q : (2.91)
Wir erhalten demnach eine Frequenz-Verschiebung der Strahlung, die sich
durch die Unterschiede der tt{Komponente der Metrik am Orte R der Quelle
und am Orte rB der Beobachtung ergibt.
Die Raumzeit an der Ober
 ache eines sph arisch symmetrischen kompak-
ten Sterns wird beschrieben durch die Schwarzschildmetrik, so da ein ru-
hender Beobachter im Unendlichen (rB ! 1) die Frequenz Q, der von der
Ober
 ache des Sterns emmitierten Strahlung, als rotverschoben wahrnehmen
w urde
B =
s
gtt(R)
gtt(rB ! 1)
Q =
r
1  
2M
R
Q (2.92)
mit: gtt(r) =

1  
2M
r

: (2.93)
F ur typische Massen und Radien von Neutronensternen (M = 1:4M, R =
12 km) w urde z.B. eine von der Ober
 ache des Sterns emmitierte, mono-
cromatische blaue Strahlung (Q = 650  1015 Hz) vom Beobachter ins rote
hin verschoben als gr un wahrgenommen werden (B  526 1015 Hz). Noch
kompaktere Sterne (z.B. Quarksterne, Zwillingssterne) w urden die emittier-
te blaue Strahlung noch weiter ins rote hin verschieben. Ein Quarkstern mit
derselben Masse M = 1:4M aber geringerem Radius R = 7 km w urde die
blaue Strahlung  uber den gr unen Farbbereich hinaus ins rote hin verschieben
(B  416  1015 Hz).
In umgekehrter Weise lassen sich demnach anhand der gemessenen Rot-
verschiebung makroskopische Sterneigenschaften bestimmen (siehe Anhang
C). F ur den Quotienten der gravitativen Masse durch den Radius gilt nach64 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Gl. 2.92
M
R
=
1
2

1  

B
Q

: (2.94)
Eine am Ereignishorizont rQ = R = 2M = RS eines schwarzen Loches
ausgesandte Strahlung wird unendlich rotverschoben:
B =
s
gtt(rQ ! 2M)
gtt(rB ! 1)
Q = 0Q = 0 (2.95)
Gravitationslinsen
Jegliche Energieformen kr ummen die raumzeitliche Struktur in ihrer Umge-
bung. Die Bewegung von K orpern in dieser gekr ummten Raumzeit erfolgt
auf geod atischen Linien, die die k urzeste Verbindungsstrecke zwischen zwei
Raumzeitpunkten darstellen. Im Ortsraum dagegen beschreibt der sich be-
wegende K orper im allgemeinen eine gekr ummte Kurve, so da es f ur einen
Beobachter erscheint, als ob der K orper von der Energieansammlung gravi-
tativ angezogen wird.
In der ART gilt das gleiche Anschauungsbild auch f ur die Bewegung von
Lichtstrahlen. Ein Lichtstrahl, der auf seinem Weg zu einem Beobachter an
einer groen Energieansammlung vorbeikommt, wird durch diese abgelenkt,
da er sich stets in der, durch die Energieansammlung gekr ummten Raumzeit,
geod atisch bewegen muss. Das Prinzip der gravitativen Lichtablenkung ist
in Abb. 2.7 veranschaulicht. Ein von einem Stern ausgehender Lichtstrahl
wird durch das Gravitationsfeld der Sonne, d.h. durch die von der Sonne
verursachte Raumzeitkr ummung, geod atisch abgelenkt. Ein Beobachter auf
der Erde nimmt somit den Stern an einer anderen Position war als er in
Wirklichkeit ist. 1919 wurde diese gravitative Abweichung der Sternposition
erstmals experimentell best atigt.2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 65
Scheinbare Sternposition Wirkliche Sternposition
Sonne
Beobachter auf der Erde
Abbildung 2.7: Veranschaulichung der gravitativen Lichtablenkung einer
Sternposition durch das gravitative Feld der Sonne.
Bei sehr starken Gravitationsfeldern kann ein interessanter Eekt auf-
treten, den man als Gravitations-Linseneekt bezeichnet. Wir nehmen im
folgenden an, dass sich eine Lichtquelle Q hinter einem sehr energiereichen
Objekt bendet, dass wir im folgenden als Gravitationslinse bezeichnen wer-
den (siehe Abb. 2.8). Aufgrund der durch die Linse verursachten Raum-
zeitkr ummung nimmt der Beobachter scheinbar zwei identische Bilder der
Lichtquelle war. F ur den speziellen Fall, dass sich die Lichtquelle, die Linse
und der Beobachter auf einer Linie benden, entstehen sogar unendlich viele
Bilder der Quelle, angeordnet auf einem Ring um die Linse (Einstein-Ring).
Den Radius des Ringes der Erscheinungsbilder der Quelle bezeichnet man als
Einstein-Radius RE
25.
25In die Berechnung von RE, die mit Hilfe der Geod atengleichung (2.11) gewonnen wird
(ds = 0), geht die Annahme ein, dass das durch die Linse verursachte Gravitationsfeld
durch die Schwarzschildmetrik beschrieben wird.66 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Scheinbare Wirkliche Scheinbare Sternposition
Gravitationslinse 
Beobachter auf der Erde
Abbildung 2.8: Der Gravitations - Linseneekt.
RE =
r
4M
rLQ rBL
rBQ
(2.96)
M : Gravitative Masse der Linse
rBL : Abstand Beobachter { Linse
rBQ : Abstand Beobachter { Quelle
rLQ : Abstand Linse { Quelle
Eine Lichtquelle, die sich z.B. im Abstand rLQ = 200 km hinter einem kom-
pakten Stern der Masse M = 1:4M bendet, w urde von einem Beobachter,
der sich im Abstand rBL = 1000 km von dem kompakten Stern aufh alt, als
leuchtende Ring-Erscheinung mit dem Radius RE  37 km um den kompak-
ten Stern herum wahrgenommen werden. Da wir uns als realer Beobachter
jedoch in weit gr oerem Abstand zum kompakten Sternen aufhalten, ist es
mit Hilfe der heutigen Teleskope leider nicht m oglich solche Einsteinringe bei2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 67
kompakten Sternen aufzul osen.26
Obwohl es somit bei kompakten Sternen nicht m oglich ist die einzelnen
Bilder, die durch den Gravitations-Linseneekt entstehen, aufzul osen, ergibt
sich dennoch ein experimentell beobachtbarer Eekt, der mit dem Begri
'Microlensing' bezeichnet wird. Beobachtet man z.B. die Intensit at der ge-
messenen Strahlung eines beliebigen Sterns (Quellstern) in unserer Galaxie
und nimmt an, dass sich ein kompakter Stern aufgrund seiner translato-
rischen Eigenbewegung, zuf allig vor diesen Quellstern schieben w urde, so
nimmt die gemessene Intensit at des Quellsterns, aufgrund der Lichtb unde-
lung des Gravitationslinsen-Eektes des kompakten Sterns pl otzlich zu. Die
gemessene Intensit atszunahme h angt (wie der Einstein-Radius RE auch) von
der Masse des kompakten Sterns ab. Bei Kenntnis der Abstandsverh altnisse
rLQ;rBL ist somit eine Massenbestimmung des kompakten Sterns experimen-
tell m oglich (siehe Anhang C).
Gravitationswellen
Die derzeitige Wahrnehmung astrophysikalischer Erscheinungen beruht ne-
ben Neutrino- und kosmischen Teilchendetektionen mageblich auf dem Bild,
welches wir durch elektromagnetische Wellen unterschiedlichster Frequenz
vom Kosmos erhalten. Die Theorie der allgemeinen Relativit at sagt jedoch
voraus, dass auch Gravitationswellen von K orpern emittiert werden k onnen.
Gravitationswellen stellen eine Schwingung der raumzeitlichen Struktur dar,
die sich ungehindert im Raum mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Trit ei-
ne solche Welle auf die Erde, so ver andert sie dort die L angen- und Zeitmae,
so dass sich im Prinzip, durch Messung dieser L angen anderungen ein Bild
des Verhaltens des Gravitationswellen-emittierenden K orpers rekonstruieren
l at. Mit Hilfe eines sensitiven Gravitationswellen-Detektors w urde sich das
heutige Bild des Kosmos revolutionieren, da er im Vergleich zu den Detekto-
ren (Teleskopen) der elektromagnetischen Strahlung ganz andere Eigenschaf-
ten der astrophysikalischen Objekte darstellen w urde. Gravitationswellen tra-
gen Informationen der makroskopischen Energiebewegungen der emittieren-
26Bei energiereicheren Linsen, die durch gesamte Galaxien gebildet werden k onnen, sind
zur Zeit in drei F allen Einsteinringe beobachtet worden (siehe [21])68 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
den astrophysikalischen Objekte mit sich. In engen Doppelsternsystemen gibt
es bereits eine indirekte Evidenz der Existenz von Gravitationswellen (siehe
[22, 23, 24] und sp ater) { der direkte experimentelle Nachweis steht jedoch
noch aus.
In diesem Unterkapitel sollen zun achst die mathematischen Grundlagen
von Gravitationswellen in der ART beschrieben werden, danach werden m ogli-
che Gravitationswellen emittierende Systeme dargestellt, die im Zusammen-
hang mit kompakten Sternen auftreten. Abschlieend werden dann die der-
zeitig existierenden und zuk unftig geplanten Gravitationswellen-Detektoren
kurz vorgestellt.
Grundlagen
Als Grundlage der Theorie der Gravitationswellen dient die Einsteingleichung
(2.23), die wir wie folgt durch Kontraktion umformulieren k onnen27
R
  
1
2
Rg
 = 8 T
 , R
 = 8

T
  
1
2
T g


(2.97)
da: R

  
1
2
R 

 |{z}
4
=  R = 8 T

 = 8 T ;
wobei T := T 
 die Spur des Energieimpulstensors der Materie ist.
Wir nehmen nun an, dass man die Gravitationswelle als eine kleine St orung
der Raumzeit um eine sonst 
ache Minkovski-Raumzeit darstellen kann. Wir
entwickeln deshalb die Metrik g um die Minkovski-Metrik , wobei wir
die St orung h als klein annehmen
g =  + h mit: jhj << 1 : (2.98)
Ordnet man den Ricci-Tensor R nach Ordnungen in h
R = R
(0)
 |{z}
0
+R
(1)
 + R
(2)
 + ::: ; (2.99)
so schreibt sich die linearisierte Einsteingleichung der Form (2.97) wie folgt
R
(1)
 = 8

T  
1
2
T 

(2.100)
mit: R
(1)
 =
1
2
 
h + h

jj   h

jj   h

jj

;
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wobei  :=jj
jj = @@ + O(h) der D'Allembert Operator ist.
Aufgrund der Freiheit der Wahl eines beschreibenden Koordinatensy-
stems ist die St orung h nicht eindeutig festgelegt, so dass wir vier zus atz-
liche Eichbedingungen an h stellen k onnen, die jedoch mit den Eichtrans-
formationen in Einklang stehen m ussen. W ahlt man die folgenden vier Eich-
bedingungen
2h

j = h

j ; (2.101)
so entkoppeln die linearisierten Feldgleichungen (2.100) aufgrund der Ver-
tauschbarkeit der partiellen Ableitungen
R
(1)
 =
1
2
0
B
B
@h + h

jj   h

jj | {z }
= 1
2h
jj
  h

jj | {z }
= 1
2h
jj
1
C
C
A =
1
2
h : (2.102)
Analog zur Elektrodynamik (mit der Eichung A
j und der Ladungs-
stromdichte j)
A
 = 4 j
 (2.103)
erhalten wir demnach eine gravitative Wellengleichung
h = 16

T  
1
2
T 

=: 16 S ; (2.104)
deren L osung durch die retardierten Potentiale gegeben ist
h(t;  r) =  4
Z
S(t   j r    r0j;  r)
j r    r0j
d
3x
0 : (2.105)
Die L osung der freien linearisierten Feldgleichung
h = 0 (2.106)
l at sich in der Form von ebenen Wellen schreiben, die sich mit Lichtge-
schwindigkeit (c = 1) ausbreiten
h(x
) = "e
 ikx
+ c:c: ; (2.107)
wobei die Amplituden der Welle durch den Polarisationstensor " beschrie-
ben werden. ki(i = 1;2;3) bezeichnet den Wellenzahlvektor und k0 = kt = !70 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
die Frequenz der Welle, wobei k die Eigenschaft eines Nullvektors besitzt28
kk
 = 
 kk ) ! = k0 =
p
k1
2 + k2
2 + k3
2 =
p
kiki : (2.108)
Der Vektor k legt die Ausbreitungsrichtung und Frequenz der Welle fest,
wohingegen " die Amplitude und Polarisation und damit den Spin29 und
die Helizit at der Welle vorgibt.
Eine solche, sich mit Lichtgeschwindigkeit durch den Raum bewegende
Raumzeitwelle transportiert eine gewisse Menge an Energie. Diese Energie
der Gravitationswelle stammt von dem astrophysikalischen Objekt, das die
Gravitationswelle emittierte und wurde ihm zu fr uherer Zeit entzogen. Im
allgemeinen l at sich der Energieimpulstensor tgrav
 des Gravitationsfeldes
nicht lokal denieren (siehe [6, 14]), da man stets ein lokales Koordinatensy-
stem denieren kann, indem die Raumzeitkr ummung identisch verschwindet,
und somit Gravitationsfeld-frei ist. In der Literatur wurden eine Vielzahl von
Gravitations-Pseudotensoren deniert, die jedoch alle die Eigenschaft besit-
zen, dass sie ihren Energie-Impuls{Gehalt unter Koordinatentransformatio-
nen im allgemeinen  andern. Den Energie-Impuls Betrag einer Gravitations-
welle kann man jedoch in der benutzten st orungstheoretischen Formulierung
mit Hilfe eines Mittelungsprozesses < ::: > (siehe [6]) sinnvoll denieren
t
grav
 =
1
8

< R
(2)
 >  
1
2
< R
(2)
 > 


; (2.109)
wobei  uber mehrere Wellenl angen  der Gravitationswelle gemittelt wird,
so dass man einen ausgeschmierten Eindruck der Gravitationswelle erh alt.
In st orungstheoretischer Weise l at sich demnach die Einsteingleichung wie
folgt schreiben
R
(1)
  
1
2
R
(1)  = 8
 
T + t
grav


+ O(h
3) ; (2.110)
wobei Ordnungen O(h3) und h oher im folgenden vernachl assigt werden. Man
kann zeigen (siehe [6]), dass der gemittelte Energieimpulstensor des Gravi-
tationsfeldes sich unter Verwendung der Eichbedingung (2.101) wie folgt aus
28Aufgrund der benutzten Approximation der St orungsentwicklung werden Indices im
folgenden mit der 
achen Minkovskimetrik  gehoben und gesenkt.
29Der Spin ist normalerweise eine teilchenphysikalische Eigenschaft. Stellt man sich die
Gravitationswelle als einen quantisierten Gravitonenaustausch vor, so w urden die entspre-
chenden Gravitonen Spin 2 Teilchen sein (siehe [25]).2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 71
den St orungen h zusammensetzt
t
grav
 =
1
32
<

h  
1
2
h


j

h
  
1
2
h



j
> : (2.111)
Durch Einsetzen der Form der ebenen Gravitationswellen und Zeitmittelung
erh alt man
t
grav
 =
1
16
kk

("
)
"  
1
2
j"
j
2

: (2.112)
Der Energiestrom der Gravitationswelle dE, der durch das Fl achenelement
r2 d
 im Abstand r von der Quelle auftritt ist gegeben durch
dE = t
grav
0i x
i r
2d
 : (2.113)
Bisher betrachteten wir lediglich die L osung der freien, linearisierten Feld-
gleichung (h = 0;T  0). M ochte man jedoch Aussagen  uber den Ab-
strahlungsmechanismus des Gravitationswellen-erzeugenden Objektes ma-
chen, so muss man die Eigenschaften des Objektes selbst in Betracht ziehen
und sich die L osung der retardierten Potentiale (2.105) genauer betrachten.
Wir gehen im folgenden davon aus, dass das Gravitationswellen- aussen-
dende Objekt durch den folgenden Ansatz des Energieimpulstensors beschrie-
ben werden kann
T
(x
) = T
(r)e
 i
Ob t + c:c:
(
6= 0 f ur: r  rob
 0 f ur: r > rob
: (2.114)
Das Objekt ist demnach auf den Radius rOb begrenzt und f uhrt eine zeitliche
Schwingung der Frequenz 
Ob aus. Weiter nehmen wir an, dass die Wel-
lenl ange Ob = 2=
Ob gro gegen uber der Ausdehnung des Objektes, aber
klein gegen uber dem Beobachtungsstandpunkt r ist (rOb << Ob << r).
Entwickelt man den Ausdruck der retardierten Potentiale (2.105) f ur groe
Abst ande r, so erh alt man (siehe [25])
h(t;r) =  
4
r
e
i(k r 
Obt)
Z
S( r
0)e
 ik r0
d
3 r
0 + c:c: =
=  
4
r
e
i(k r 
Obt) S(k) ; (2.115)
wobei S(k) sich aus der Fouriertransformierten des Energieimpulstensors
und seiner Spur zusammensetzt
S(k) = T(k)  
1
2
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Mit Hilfe von h kann man nun den Energieimpulstensor des Gravitations-
feldes tgrav
 berechnen. Durch Gleichung (2.113) erh alt man die durch die
Gravitationswelle abgestrahlte Energie dE pro Raumwinkel d
 und Zeit t
(! = 
Ob)
 
dE
dtd

=
!2


(T(k))
T(k)  
1
2
jT(k)j
2

: (2.117)
Durch Integration  uber den Raumwinkel d
 kann man die abgestrahlte Ener-
gie pro Zeiteinheit wie folgt schreiben
 
dE
dt
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2!6
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3 X
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A ; (2.118)
wobei Qij den Quadrupoltensor der Materie bezeichnet
Q
ij =
Z
x
ix
j T
tt(x;y;z) dxdydz : (2.119)
Gravitationswellen werden demnach durch Oszillationen von Quadrupolde-
formationen der Quelle hervorgerufen; eine gravitative Diplostrahlung exi-
stiert nicht.
H atte man nicht das nat urliche Einheitensystem G = c = 1 benutzt, so
m usste in Gleichung 2.118 noch der Vorfaktor G=c5 eingef ugt werden, was
die auerordentliche Kleinheit von abgestrahlter Energie durch die Gravita-
tionswelle zum Ausdruck bringt. Wie wir im folgenden sehen werden gibt es
dennoch experimentelle M oglichkeiten Gravitationswellen zu detektieren.
Kompakte Sterne als Quellen von Gravitationswellen
Im folgenden sollen m ogliche Quellen von Gravitationswellen besprochen wer-
den, die im Zusammenhang mit kompakten Sternen auftreten k onnen. Im
einzelnen sind dies
 Abstrahlung von Gravitationswellen in bin aren Systemen von kompak-
ten Sternen
 Abstrahlung von Gravitationswellen bei einzelnen kompakten Sternen
 Gravitationswellen-'Burst' durch Supernova-Explosionen2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 73
 Gravitationswellen-'Burst' von kollabierenden kompakten Sternen
 Gravitationswellen-'Burst' durch kollidierende kompakten Sterne
Abstrahlung von Gravitationswellen in bin aren Systemen
Wir betrachten ein System von sich in konstanten Abstand rA, kreisf ormig
umkreisenden kompakten Sternen der Massen M1 und M2. Damit die Zentri-
fugal- und Gravitationskraft der sich umkreisenden Sterne  ubereinstimmt,
m ussen sich die Sterne mit der Bahnfrequenz 
Bahn umkreisen

Bahn =
s
M1 + M2
r3
A
: (2.120)
Das Gesamtsystem beschreibt eine periodisch oszillierende Quadrupolschwin-
gung der Frequenz ! = 2
Bahn. Mit Hilfe der Gleichung 2.118 erh alt man
die durch die Gravitationswelle abgestrahlte Energie pro Zeit (siehe [25])
 
dE
dt
=
32
5
M2
1 M2
2 (M1 + M2)
r5
A
: (2.121)
Im folgenden betrachten wir das bin are System 'PSR 1913+16' das aus
zwei kompakten Sternen der Massen M1 = 1:4M und M1 = 1:42M be-
steht, die sich zur Zeit im Abstand rA = 106 km umkreisen
rA =

M1 + M2

2
Bahn
 3
) 
Bahn = 7:75Stunden : (2.122)
Durch die Abstrahlung von Gravitationswellen verliert das bin are System
st andig Energie, so dass sich im Laufe der Zeit der Abstand rA verringert
rA(t)
dt
=  
64
5
M1 M2 (M1 + M2)
(rA(t))3 : (2.123)
Durch die Ann aherung der kompakten Sterne verringert sich die Bahnperiode
Bahn = 2=
 mit der Zeit. Weisberg und Taylor konnten dies experimen-
tell nachweisen, wobei der experimentelle Wert (Bahn=t =  (2:4 + =  
0:09)10 12) sehr genau mit dem theoretisch vorhergesagten  ubereinstimmt
[26]. Hulse und Taylor erhielten daf ur 1993 den Nobelpreis.74 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
Abstrahlung von Gravitationswellen bei einzelnen kompakten Sternen
Damit einzelne kompakte Sterne Gravitationswellen aussenden k onnen, muss
die Geometrie des Sterns von der sph arischen abweichen. Rotierend- oszil-
lierende oder quadrupoldeformierte kompakte Sterne sind Kandidaten f ur
Gravitationswellen. Quadrupoldeformationen k onnen z.B. bei akretierenden
kompakten Sternen in 'Low-Mass X-Rax Binaries (LMXB)', oder in en-
gen bin aren Systemen durch Gravitationsdeformation (verursacht durch den
bin aren Partner) hervorgerufen werden. Die Frequenz der ausgesandten Gra-
vitationswelle ist dann doppelt so gro wie die Rotationsfrequenz 
 des kom-
pakten Sterns (vorausgesetzt ist hier eine axialsymmetrische Deformation des
Sterns). Die Intensit at der Strahlung h angt von der Gr oe der Quadrupolde-
formation des Sterns ab und ist demnach unter anderem durch die Zustands-
gleichung der Materie bestimmt. Durch die Abstrahlung von Gravitations-
wellen verliert der kompakte Stern Energie und seine Rotation verlangsamt
sich dadurch.
Die als Pulsare beobachteten kompakten Sterne verlieren jedoch auer-
dem durch magnetische Dipolstrahlung Energie, so da eine eindeutige Zu-
ordnung der Verursachung der Abnahme der Rotationsperiode im allgemei-
nen nicht m oglich ist. Durch Messung der Beschleunigung der Abnahme der
Rotationsfrequenz 
 ist jedoch eine Unterscheidung m oglich
n(
) =

 

_ 
2
(
= 5 f ur Gravitationsstrahlung
= 3 f ur magnetische Dipolstrahlung
: (2.124)
Zur Zeit reichen jedoch die bekannten Pulsardaten noch nicht aus um eine
hinreichend genaue Fehlerabsch atzung zu erhalten.
Gravitationswellen-'Burst' durch Supernova-Explosionen
Der kollabierende Kern einer Supernova-Explosion bildet einen kompakten
Stern oder ein schwarzes Loch. Kurz nach der Supernova-Explosion ist der
kompakte Stern extrem hei (Proto-kompakter Stern) und oszilliert in de-
formierter Weise um seinen Gleichgewichtszustand (Abklingzeit ca. 0.1 s).
In dieser kurzen Zeitspanne sendet er h ochst wahrscheinlich einen extrem
intensiven Gravitationswellen-Burst aus. Der ausgesandte Burst h angt unter
anderem von der Rotationsperide, dem Radius und der Quadrupoldeforma-
tion der Masse des kompakten Sterns ab und ist demnach von der Zustands-2.3. ASTROPHYSIKALISCHE FOLGERUNGEN DER ART 75
gleichung der Materie abh angig.
Gravitationswellen-'Burst' von kollabierenden kompakten Sternen
Wenn ein Neutronenstern seine maximale Masse  uberschreitet, so wird er in-
stabil und kollabiert. Das Endstadium eines solchen Gravitationskollaps kann
ein noch kompakterer Stern (Quarkstern, Zwillingsstern) oder ein schwarzes
Loch sein. W ahrend eines solchen Kollaps treten sehr wahrscheinlich starke
Quadrupoldeformationen auf. Endet der Gravitationskollaps in einem Zwil-
lingsstern (siehe Kapitel 3), so oszilliert dieser eine kurze Zeit um seinen
Gleichgewichtszustand und sendet einen Gravitationswellen-Burst aus. En-
det der Kollaps hingegen in einem schwarzen Loch, so werden die ausge-
sandten Gravitationswellen der kollabierenden Materie am Ereignishorizont
unendlich rotverschoben. In beiden F allen sollte sich ein extrem intensit ats-
reicher Gravitationswellen-Burst ergeben, der sich in seiner Dauer, Frequenz
und Form unterscheiden lassen sollte.
Gravitationswellen-'Burst' durch kollidierende kompakten Sterne
Aufgrund der gravitativen Abstrahlung von Energie verringern kompakte
Sterne in bin aren Systemen st andig ihren relativen Abstand rA, so dass sie
irgendwann unweigerlich zusammenstoen m ussen. Je enger die bin aren Part-
ner sich kommen, desto intensit atsreicher wird die, aufgrund der Bahnbewe-
gung verursachte Gravitationsstrahlung. Sie besitzt ihren maximalen Wert
am Kollissionspunkt rA = 2R 30:
 

dE
dt

Koll
=
2
5

M
R
5
(2.125)
Die emittierte Energie der Gravitationswelle h angt demnach h ochst sensitiv
von den Parametern M und R der kompakten Sterne ab. Die Frequenz ! =
2
Bahn der Gravitationswelle am Kollissionspunkt ist gegeben durch
!Koll = 2
Bahn = 2
s
2M
(2R)3 =
r
M
R3 : (2.126)
In Abb. 2.9 ist die Energie und Frequenz der Gravitationswelle am Kollissi-
onspunkt als Funktion des Radius R der kompakten Sterne (R1 = R2 = R,
M1 = M2 = M = 1:4M) aufgetragen.
30Wir nehmen im folgenden an, dass beide kompakten Sterne den Radius R und die
Masse M besitzen sollen.76 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
55
55.5
56
56.5
57
57.5
6 8 10 12 14
R
10000
20000
30000
40000
50000
6 8 10 12 14
R
( dE=dt)Koll (ergs/s) !Koll (1/s)
Abbildung 2.9: Links: Emittierte Gravitationswellenenergie (logarithmischer
Mastab) am Kollisionszeitpunkt zweier kompakter Sterne als Funktion ihrer
Radien. Rechts: Kreisfrequenz der emittierten Gravitationswelle am Kollisi-
onszeitpunkt zweier kompakter Sterne als Funktion ihrer Radien.
Da sich die Radien von Neutronensternen (R  12 km), Quarksterne
(R  7 km) und schwarzen L ochern (R = 4:3 km, falls wie angenommen
M = 1:4M) unterscheiden, w urde man bei der Kollision von zwei Quark-
sternen im Vergleich zur Kollision von zwei Neutronensternen eine ca. 10-fach
energiereichere Abstrahlung von Gravitationswellen bekommen; die Kollision
zweier schwarzer L ocher dagegen w are nochmals 10 mal energiereicher.
Nehmen wir an, dass sich ein bin ares System bestehend aus zwei kompak-
ten Sternen (oder schwarzen L ochern) im Abstand rA = 100 km umkreist; so
gilt f ur die Ann aherung des relativen Abstandes der Objekte aufgrund der
emittierten Gravitationswellenenergie
drA(t)
dt
=  
64
5
M1M2(M1 + M2)
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Die Zeit, die bis zur Kollision (rA = 2R) ben otigt wird ist somit gegeben
durch
t
100km
Koll =
5
256
(100km)4   (2R)4
M1M2(M1 + M2)
: (2.128)
In Tab. 2.3 sind die charakteristischen Eigenschaften der emittierten Gravi-
tationswellen aufgetragen, die sich f ur typische Kollissionszenarien von kom-
pakten Sternen und schwarzen L ochern ergeben w urden.31
Kollisionart M R  
 
dE
dt

Koll !Koll t100km
Koll
NS { NS 1:4M 12 km 2:2  1055 ergs/s 10370 1/s 0:367 s
QS { QS 1:4M 7 km 3:3  1056 ergs/s 23275 1/s 0:368 s
SL { SL 1:4M 4:13 km 4:5  1057 ergs/s 51274 1/s 0:369 s
Tabelle 2.1: Absch atzungen der am Kollisionszeitpunkt emittierten Gra-
vitationswellen, bei Neutronenstern-Neutronenstern (NS-NS), Quarkstern-
Quarkstern (QS-QS) und schwarze Loch - schwarze Loch (SL-SL) Kollisionen.
Am Kollisionszeitpunkt treen beide kompakte Sterne aufeinander und
verschmelzen. Hierbei heizt sich die Materie auf, so dass weitere nicht gravita-
tive Abstrahlungsmechanismen einsetzen (Neutrinos, 
-Ray Burst's).  Uber-
schreitet die gravitative Masse des Gesamtsystems (M1 + M2   (Egrav +
Esonst)) die maximal erlaubte Masse f ur kompakte Sterne, so kollabiert das
Gesamtsystem unter Aussendung von weiteren Gravitationswellen zu einem
schwarzen Loch. Kollabieren zwei relativ leichte Neutronensterne miteinan-
der, so kann es nach ihrer Verschmelzung zur Formation eines Zwillingssterns
unter Aussendung von weiteren Gravitationswellen kommen (siehe Kapitel
3).
31Die Werte in Tab 2.3 sollten als grobe Absch atzungen angesehen werden, da sie ei-
nerseits N aherungen (z.B. die Kreisf ormigkeit der Bewegung) enthalten, andererseits wird
die so erzeugte Gravitationswelle sicherlich noch von weiteren Gravitationswellen unter-
schiedlicher Frequenzen  uberlagert werden, die z.B. durch die gravitative Deformation des
jeweiligen bin aren Partners und seiner Eigenrotation hervorgerufen werden. Realistische-
re Berechnungen erfordern einen enormen nummerischen Aufwand. Ein durch die DPG
(mit 17 Mio Euro) unterst utztes Vorhaben wird in den n achsten 4 Jahren an f unf un-
terschiedlichen institutionellen Einrichtungen an genaueren Vorhersagen arbeiten (siehe
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Experimenteller Nachweis von Gravitationswellen
Eine auf die Erde treende Gravitationswelle verursacht eine oszillierende
L angen- und Zeit anderung, die alle K orper mit vollziehen m ussen. Die rela-
tiven Abst ande zwischen Objekten im Raum ver andern sich dann periodisch,
da die gesamte raumzeitliche Struktur, auf der sie sich zwangsl aug benden
mit der Frequenz ! der Gravitationswelle schwingt. Die aufgrund der Gra-
vitationswelle verursachte relative L angen anderung L eines K orpers der
L ange L ist gegeben durch (siehe [25, 27, 19])
L
L
 hcos(! t) ; (2.129)
wobei h die Amplitude und ! die Frequenz der Welle ist.
Wir nehmen im folgenden an, dass sich die Quelle der Gravitationswelle
im Abstand D von der Erde bendet, so dass der auf die Erde eintreende
Energie
uss  wie folgt gegeben ist:
 =
1
4 D2
dE
dt
(2.130)
F ur die im vorigen Unterpunkt dargestellten Szenarien der Kollision von kom-
pakten Sternen ergeben sich somit die folgenden Absch atzungen der L angen-
auswirkungen auf der Erde [25]
L
L
 h =
16
p
10
M2
DR
: (2.131)
Berechnet man die Auswirkungen, die eine Kollision kompakter Sterne in
unserer Galaxie im Abstand D = 100 pc bzw. D = 1000 pc oder in unserer
Nachbargalaxie dem Andromedanebel (D = 52 kpc) bewirken w urde, so
erh alt man die in Tab. 2.3 berechneten Absch atzungen32
Im Jahre 2002 begannen die ersten, auf der Erde stationierten laserinterfe-
rometrischen Gravitationswellendetektoren (der 3. Art) ihren Testbetrieb;33
32Hier sind die optimistischen Maximalwerte der relativen L angen anderung dargestellt,
die jedoch nur millisekundenlang aufrecht erhalten werden.
33Die ersten Gravitationswellendetektoren basierten noch auf einem Resonatorprinzip
(Weber-Detektoren). Sie haben den Nachteil einer geringeren Empndlichkeit und sind
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sie benden sich in Deutschland (GEO 600), Italien (VIRGO), den USA (LI-
GO) und Japan (TAMA 300). Ihr Ziel ist es, die durch Gravitationswellen
verursachten Wegl angenunterschiede nachzuweisen. Das grunds atzliche Prin-
zip der Nachweismethodik ist bei all diesen Ger aten das gleiche. Ein Laser-
strahl wird in einem 'Beamsplitter' in zwei rechtwinklig zueinander stehende
Strahlen aufgeteilt. Die beiden Strahle werden dann an m oglichst weit ent-
fernten Spiegeln zur uck re
ektiert und zur Interferenz gebracht (vom Aufbau
 ahnelt das Prinzip einem 'Michelson-Morley'-Experiment). Durch diese In-
terferenzmethode l at sich eine Abstands anderung vom Beamsplitter zu den
Spiegel (die als Probemassen in diesem Aufbau verstanden sind) sehr genau
bestimmen. Trit nun eine Gravitationswelle auf eine solche Anordnung, so
erwirkt sie aufgrund ihrer Raumzeitverzerrung eine Wegl angendierenz, die
sich dann durch die Phasenverschiebung im Interferenzbild nachweisen lassen
m usste.
Kollisionart D = 100 pc D = 1000 pc D = 52 kpc
NS { NS L
L  5:8  10 16  5:8  10 17  1:1  10 18
QS { QS L
L  1  10 15  1  10 16  1:9  10 18
SL { SL
L
L  1:7  10 15  1:7  10 16  3:3  10 18
Tabelle 2.2: Absch atzungen der relativen L angen anderungen verursacht
durch Neutronenstern-Neutronenstern (NS-NS), Quarkstern-Quarkstern
(QS-QS) und schwarze Loch-schwarze Loch (SL-SL) Kollisionen im Abstand
D von der Erde.
Die zur Zeit auf der Erde bendlichen Gravitationswellendetektoren sind
f ur Gravitationswellen der Frequenz 10 Hz    105 Hz sensitiv. Ihre Emp-
ndlichkeit h angt von der Gr oe der Detektoren ab und reicht zur Zeit bis
zu L
L  10 22 (LIGO I) bzw. L
L  10 24 (LIGO II, geplant).
Die astrophysikalischen Quellen der Gravitationswellen, die sie m ogli-
cherweise nachweisen k onnen, sind aufgrund ihres Frequenzbereichs alle eng
verbunden mit kompakten Sternen. F ur kleinere Frequenzen 10 4 Hz 
  1 Hz sind erdgebundene Gravitationswellendetektoren nicht geeignet,
so dass hierf ur ein im Weltraum stationierter Detektor geplant ist (LISA).
Die m oglichen astrophysikalischen Quellen f ur solche Gravitationswellen sind80 KAPITEL 2. ALLGEMEINEN RELATIVIT ATSTHEORIE
sehr groe (massive) schwarze L ocher (kollidierend bzw. in Bin arsystemen),
normale (nicht kollidierende) bin are Systeme von kompakten Sternen und
kosmologische Hintergrundswellen.Kapitel 3
Kompakte Sterne
In den beiden vorigen, einf uhrenden Kapiteln wurden die Grundlagen der
Elementarteilchen Theorie des Standardmodells und die Formulierung der
ART und die daraus resultierenden astrophysikalisch relevanten Folgerungen
dargestellt.
Dieses Kapitel stellt den Hauptteil der Promotionsarbeit dar und bein-
haltet die w ahrend meiner Promotionsdauer erzielten Forschungsergebnisse.
Die einzelnen Berechnungen lassen sich inhaltlich wie folgt gliedern:
 Neutronensterne
 Quark Sterne und seltsame Sterne
 Hybride Sterne
 Zwillingssterne
Alle Berechnungen wurden in Kooperation mit unterschiedlichen Wissen-
schaftlern angefertigt, so dass ich an dieser Stelle nochmals die jeweiligen
Personen erw ahnen und den Organisationen und Stiftungen danken m ochte,
die einen solch umfassenden Austausch und schlielich diese Promotions-
arbeit erst erm oglichten.1 Dieses Kapitel und die ihm zugrunde liegenden
Kooperationen gliedern sich wie folgt:
1F ur die nanzielle Unterst utzung w ahrend meiner Promotionsarbeit m ochte ich mich
bei der Hessischen Landesgraduiertenf orderung, der Gesellschaft f ur Schwerionenforschung
(GSI), dem Ministerium f ur Wissenschaft und Kunst, dem Deutschen Akademischen Aus-
tauschdienst (DAAD) und dem Austauschdienst auf indischer Seite (DST) bedanken.
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Zun achst werden Eigenschaften von Neutronensternen (mit und ohne hy-
peronische Teilchen) im chiralen, hadronischen SU(3)f-Modell (CHM) dar-
gestellt. Diese Arbeit entstand in enger Kooperation mit D.Zschiesche, S.
Schramm (Frankfurt) und S.Pal (Indien) und wurde in dem folgenden Arti-
kel ver oentlicht [28]. Die Eigenschaften der Neutronensterne, die mit diesem
Modell berechnet wurden, werden dann mit anderen Neutronensternmodellen
verglichen. An diesem Vergleich war A.Bhattarcharia (Indien) mageblich be-
teiligt, welchem 2002 durch die Humboldstiftung der Aufenthalt in Frankfurt
erm oglicht wurde. Ein weiterer Vergleich des CHM mit dem QMC-Modell ,
an dem S.Pal (Indien) und I.Zakout (Pal astina) beteiligt waren ist in dem
Artikel.[29] ver oentlicht2
Im zweiten Teil dieses Kapitels werden die Eigenschaften von reinen
Quarksternen im 'Nambu-Jona-Lasinio'-Modell (NJL-Modell) berechnet. Die-
se Arbeit entstand in Kooperation mit I.Mishustin und L.Satarov (Russland)3
und wurde in den folgenden Artikeln ver oentlicht [30, 31, 32]. Am Ende die-
ses zweiten Teils werden die Quarksterneigenschaften des NJL-Modells mit
anderen Quarkmodellen verglichen.
Im dritten Teil werden die Eigenschaften von hybriden Sternen, d.h. von
kompakten Sternen mit Hadron-Quark{Phasen ubergang berechnet. Die er-
sten Berechnungen, die bereits 2000 im CHM-Bag{Modell gemacht wurden
und in dem Artikel [33] publiziert sind, enthalten leider einen Fehler, der auf-
grund einer falschen Hyperonenkopplungskonstante im Computercode ver-
ursacht wurde. Die hier dargestellten Ergebnisse sind korrigiert und weichen
deshalb von den publizierten ab. Der umfangreiche Vergleich mit anderen Mo-
dellen wurde in Kooperation mit A.Bhattarcharia, I.Mishustin und L.Satarov
angefertigt. Am Ende dieses Teils werden die unterschiedlichen Eigenschaften
der hybriden Sterne besprochen, die bei einer Gibbs- bzw. Maxwellkonstruk-
tion des Phasen uberganges entstehen.
Die Miteinbeziehung einer farbsupraleitenden Quarkphase im Inneren
von hybriden Sternen wurde in Kooperation mit I.Shovkovy (Ukraine) und
2Diese Kooperation entstand 1998-1999und wurde durch den DAAD und die Humboldt
Gesellschaft erm oglicht.
3Diese Kooperation, die durch die DFG, Humboldt und die GSI erm oglicht wurde, ist
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M.Huang (China) angefertigt und ist in [34, 35] publiziert.4
Im vierten Teil werden die Eigenschaften von Zwillingssternen dargestellt.
Zun achst wird die Zwillingssternentstehung betrachtet, die aufgrund eines
Hadron-Quark{Phasen ubergang entstehen kann. Diese Arbeit wurde in Ko-
operation mit A.Bhattarcharia, I.Mishustin und L.Satarov berechnet und
ist in [36] publiziert. Eine weitere M oglichkeit der Zwillingssternentstehung
durch ein stark gebundenes Hyperonenkondensat wurde in Kooperation mit
J.Schaner (Frankfurt) berechnet und ist in [37] publiziert.
Im f unften und letzten Teil dieses Kapitels werden die, aus dieser Arbeit
resultierenden astrophysikalischen Observablen der Quark-Gluon-Plasma {
Phase zusammengefasst dargestellt.
3.1 Neutronensterne
Eigenschaften von Neutronensternen im chiralen SU(3)
Modell
Einf uhrung in das Modell
Wie bereits in Kapitel 1 erw ahnt wurde stellen eektive Theorien der hadro-
nischen Wechselwirkung derzeit die einzige M oglichkeit dar die starke Wech-
selwirkung bei hohen Dichten zu simulieren. Solche eektiven hadronischen
Theorien beschreiben die starke Wechselwirkung durch einen Austausch von
Mesonen zwischen Barionen und werden erfolgreich bei der Simulierung von
Kernmaterie, endlichen Kernen und Neutronensternen angewandt. Vom Prin-
zip her sollte es jedoch theoretisch m oglich sein auch solche Vielteilchenpro-
bleme auf der Basis der QCD zu formulieren; leider ist man derzeit von
solchen nummerischen Simulationen (Gitter Eichtheorie bei hohen Dichten)
noch weit entfernt.5 Akzeptiert man dies, so stellt sich die Frage, wie man eine
m oglichst gute, d.h. realit atsnahe eektive Theorie der hadronischen Wech-
4Diese Kooperation entstand 2002 und wurde durch die Humbold Gesellschaft und die
GSI erm oglicht.
5Prof. F. Karsch sagte 2001 w ahrend der "Dense Matter" Konferenz in
Schladming:"Wenn es  uberhaupt m oglich ist eine Zustandsgleichung aus Gitter-
Eichtheorierechnungen zu bekommen, dann fr uhestens in 10 Jahren."84 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
selwirkung konstruiert, ohne dabei den theoretischen Fakt zu vernachl assigen,
dass die fundamentale Basis der Wechselwirkung die eichtheoretisch formu-
lierte QCD ist.
In dem hier dargestellten chiralen SU(3) Modell der hadronischen Wech-
selwirkung versuchte man dies zu realisieren indem m oglichst viele Eigen-
schaften der QCD innerhalb der eektiven Theorie verankert wurden. Im
folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften und die Konstruktionsfor-
derungen der Lagrangedichte des chiralen SU(3) Modells vorgestellt (eine
ausf uhrliche Darstellung des Modells ndet man in [38, 39, 40, 41, 42]):
 Chirale Symmetrie der Lagrangedichte L
Die Lagrangedichte der QCD (siehe Kapitel 1) besitzt chirale Symme-
trie. Projiziert man den Spin der masselosen Quarks auf deren Impuls-
richtung, so entkoppeln diese exakt und es entstehen zwei Arten von
Quarks, die nicht miteinander wechselwirken. Diese Symmetrie ist nur
dann erf ullt wenn die Quarks masselos sind; andererseits k onnte man
durch eine geeignet gew ahlte Lorentztransformation deren Chiralit at
umkehren. Eine Theorie kann demnach nur dann chirale Symmetrie be-
sitzen, wenn die in ihr enthaltenen Teilchen masselos sind, oder wenn
die Massenerzeugung durch eine Art Higgsmechanismus der spontanen
Symmetriebrechung realisiert wird. Bei der Konstruktion des chiralen
SU(3) Modells wurde diese Eigenschaft der QCD realisiert. Die La-
grangedichte L wurde so konstruiert, dass sie unter chiralen Transfor-
mationen invariant ist. Da man bestrebt war, auch seltsame Teilchen
(Hyperonen) beschreiben zu k onnen, wurde die Forderung der chiralen
Symmetrie auf den 3-Flavorraum (up, down, strange) ausgedehnt. Die
Lagrangedichte L besitzt demnach SU(3)L  SU(3)R-Symmetrie.
 Higgsmechanismus und spontane Symmetriebrechung
Aufgrund der Realisierung der chiralen Symmetrie in der Lagrangedich-
te sind die hadronischen Teilchen im chiralen Modell zun achst masselos
und m ussen,  ahnlich wie bei den fundamentalen Eichtheorien, durch ei-
ne spontane Symmetriebrechung ihre Massen erhalten. Im vorliegenden
Modell werden die Massen der Barionen durch die Wechselwirkung mit
Mesonenfeldern mit Hilfe der spontanen Symmetriebrechung erzeugt.3.1. NEUTRONENSTERNE 85
Die Massen der Teilchen h angen somit vom umgebenden Medium selbst
ab und ver andern sich mit ihrer Dichte und Temperatur. Da einige Me-
sonen (z.B das Pion ) eine kleine, aber nichtverschwindende Masse
haben, f ugte man auerdem eine explizite Symmetriebrechung hinzu.
 Gluonenkondensat und gebrochene Skaleninvarianz
Die Skaleninvarianz der QCD wurde ebenfalls in der Lagrangedichte des
chiralen Modells realisiert. Hierzu f ugte man ein weiteres skalares Feld
 ein (das Dilatonfeld), das man physikalisch als ein Gluonenkondensat
auassen kann.
F ur das explizite Aussehen und die genaue Beschreibung der Lagrange-
dichte verweise ich hier auf die folgenden Arbeiten [38, 41, 42].
Die aus der Lagrangedichte  uber das Variationsprinzip resultierenden Be-
wegungsgleichungen f ur Barionen und Mesonen sind nichtlineare gekoppelte
Quantenfeldgleichungen, deren exakte L osung leider nicht m oglich ist und
pertubative Ans atze sind auszuschlieen, da die Kopplungskonstanten im all-
gemeinen gro sind. Um eine nummerische Behandlung dieser DGL's m oglich
zu machen, benutzt man eine mittlere Feld-N aherung (engl. Mean-Field Ap-
proximation MFA). Die mesonischen Feldoperatoren werden hier durch ihre
Erwartungswerte im Grundzustand ersetzt und h ohere quantenmechanische
Eekte vernachl assigt. Da diese N aherung desto besser ist, je dichter das be-
trachtete System ist, stellt es bei der Betrachtung von Neutronensternmaterie
eine sinnvolle und gute Approximation dar (n aheres siehe [43]).
Die gesamte Lagrangedichte des chiralen Modells in MFA teilt sich in die
folgenden Bestandteile auf
L = Lkin + LBM + LBV + Lvec + L0 + LSB ; (3.1)
wobei
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Lkin stellt den kinetischen Beitrag des gesamten Barionenoktetts (p;n;; ;
0;+;  ;0), der skalaren Mesonen (;) und Vektormesonen (!;;)
dar. Die Teile LBM + LBV stellen den Teil der Lagrangedichte dar, der f ur
die Wechselwirkung zwischen Barionen und Spin 0 und Spin 1 Mesonen ver-
antwortlich ist. Die Mesonenfelder sind hier minimal an die barionischen
Spinoren  i gekoppelt, m
i bezeichnet die eektive Barionenmasse (siehe Gl.
3.2), die durch die spontane Symmetriebrechung der skalaren Mesonen rea-
lisiert wird. Die Massen der Spin 1 Mesonen werden im Term Lvec gene-
riert, L0 beschreibt die Meson-Meson Interaktion und ist verantwortlich f ur
die spontane Symmetriebrechung der chiralen Symmetrie. Das Dilatonfeld
 beschreibt die Gluonenkondensation und erscheint in der Lagrangedichte
mit einem logarithmischen Potential um der gebrochenen Skaleninvarianz der
QCD Rechnung zu tragen. Die eektiven Massen der Barionen sind durch
folgende Gleichungen gegeben
m

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S
O8(2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p
2   ) ; (3.2)
wobei m0 = gS
O1(
p
2 + )=
p
3.
Die freien Parameter des Modells werden wie folgt durch experimentelle
Resultate und Symmetrie uberlegungen festgelegt: gS
O1, gS
O8 und OS werden
benutzt um die Barionenmassen im Vakuum an deren experimentelle Ergeb-
nisse anzutten. k0 und k2 werden benutzt um ein Extremum des Vakuum-
zustandes zu erzeugen, k3 legt die Masse des 0 Teilchens fest, und k1 wird
variiert um die Masse des -Mesons (m = 500 MeV) festzulegen. Der Vaku-
um Erwartungswert des  und  Feldes werden durch die Zerfallskonstanten3.1. NEUTRONENSTERNE 87
des Pions und Kaons festgelegt; 0 = f und 0 =  (2fK   f)=
p
2. Die Pa-
rameter gN! und 0 werden benutzt um die Bindungsenergie von nuklearer
Materie B=A = "=B  mN =  16 MeV bei S attigungsdichte 0 = 0:15 fm 3
festzulegen. In den meisten der in dieser Arbeit gezeigten Resultaten wurde
der Parametersatz C1 verwendet (n aheres siehe [38, 41]). Die vorhergesagten
Werte f ur die eektive Nukleonenmasse, die Inkompressibilit at und die Sym-
metrieenergie bei S attigungsdichte lauten m
N=mN = 0:61, K = 276 MeV
und asym = 40:4 MeV. Die Kopplungen der seltsamen Barionen sind durch
die Symmetrien des additiven Quark Modells gegeben:
g! = g! = 2g! =
2
3
gN! = 2g
V
O8; g = g =
g
2
=
p
2
3
gN! (3.3)
Die Potentialtiefen der Hyperonen in nuklearer Materie sind leider bei
diesem Parametersatz unrealistisch hoch und widersprechen den experimen-
tellen Werten UN
;   28 MeV f ur das  und  Hyperon. Andere Parame-
ters atze, die geeignete Werte f ur UN
; geben, konnten jedoch Eigenschaften
der nuklearen Materie schlecht beschreiben [38]. Deshalb wurde im chiralen
Model ein weiterer, explizit symmetriebrechender Term eingef ugt, der eine
zus atzliche Hyperonen-Mesonen Kopplung ber ucksichtigt
Lhyp = m3Tr
 
   +   [ ;S]

Tr(X   X0) ; (3.4)
wobei X eine skalare Gr oe, Sa
b =  [
p
3(8)a
b a
b]=3 und 8 die gew ohnlichen
Gell-Mann Matrizen sind. Durch diesen Term erh alt man in mittlere Feld-
N aherung zus atzliche Beitr age zu den eektiven Massen der Barionen
e m

i = m

i + a m3
hp
2(   0) + (   0)
i
; (3.5)
wobei die m
i's durch die Gleichung 3.2 deniert sind, a = ns die Anzahl der
seltsamen Quarks innerhalb der Barionen ist und m3 als Parameter benutzt
wird um das Lambda-Hyperonenpotential auf UN
 =  28 MeV zu xieren.
Die weiteren Hyperonenpotentiale ergeben sich dann zu UN
 = +3:2 MeV
und UN
  +30 MeV. Da das Potential des  Hyperons von seinem experi-
mentellen Wert zu sehr abweicht, wurde "per Hand" a = 1 = ns=2 gesetzt,
so dass der explizit symmetriebrechende Zusatzterm (3.5) auf alle Hyperonen
gleich wirkt, unabh angig der Anzahl ihrer seltsamen Quarks. Somit ergaben88 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
sich die folgenden Hyperonenpotentiale:
U
N
 =  28MeV; U
N
 = +3:2MeV und U
N
 =  42MeV (3.6)
In diesem chiralen SU(3)L  SU(3)R Modell der hadronischen Wechsel-
wirkung ist es gelungen die Massen der Hadronen des SU(3) Multiplets an
die experimentellen Werte anzugleichen [38] und dabei viele experimentell
bekannte Eigenschaften von angeregter nuklearer Materie[38, 42], endlichen
Kernen [44, 41] und Hyperkernen[44, 41] gut zu beschreiben.
Erweiterung auf Neutronenstern Materie
Das bisher dargestellte chirale Modell kann benutzt werden um Laborex-
perimente der Hochenergiephysik, Schwerionenphysik und die Eigenschaften
von endlichen Kernen zu beschreiben. Da wir im folgenden seine Vorhersa-
gen hinsichtlich der Eigenschaften von Neutronensternen berechnen wollen,
muss man Ab anderungen und zus atzliche Zwangsbedingungen in das Modell
einf ugen. Im Unterschied zu nuklearer Materie gilt bei Neutronensternmate-
rie das folgende:
 Ladungsneutralit at der Materie
Im Gegensatz zu endlichen Kernen und symmetrischer nuklearer Ma-
terie (Anzahl der Neutronen = Anzahl der Protonen), die bekanntlich
positiv geladen sind/ist, ist die Materie, aus der kompakte Sterne zu-
sammengesetzt sind, ladungsneutral. Diese Ladungsneutralit at wird bei
Dichten im Bereich 0    2:50 durch negativ geladene Leptonen
(e;) realisiert, deren Anzahl gleich der Anzahl der Protonen bei gege-
bener Dichte sein muss. Bei h oheren Dichten (  2:50) k onnen auch
negativ geladene Hyperonen einen Teil der positiven Ladung kompen-
sieren. Um diese Eigenschaft der Neutronensternmaterie im chiralen
Modell zu verankern mussten einerseits die Leptonen in der Lagrange-
dichte 3.1 integriert werden und andererseits die Zwangsbedingung der
Ladungsneutralit at im nummerischen Computercode verankert werden.
Der Beitrag der Leptonen zur Lagrangedichte lautet
Llep =
X
l=e;
 l[i
@
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wobei  l der Spinor und ml die Ruhemasse des jeweiligen Leptons (l =
e;) ist. 6
 Chemisches -Gleichgewicht
Bei Neutronensternmaterie ist es den Barionen, aufgrund der hohen
Dr ucke im Inneren der Sterne, m oglich in andere Teilchen zu zerfallen.
Bei gegebenem Druck stellt sich somit ein chemisches Gleichgewicht
ein, das unter Beachtung der Ladungsneutralit at die jeweilige Anzahl
der Teilchensorte festlegt. Ein Beispiel eines solchen Zerfalls ist der
-Zerfall des Neutrons
n , p + e + ~ e : (3.8)
Das durch diesen Prozess erzeugte Antielektronneutrino ~ e entweicht
dem Stern aufgrund seiner verschwindend geringen Wechselwirkung.7
Ob und in welcher Anzahl Teichen von einer Sorte in eine andere zerfal-
len, wird durch die Energieniveaus der Teilchensorten bestimmt. F ur
ein gegebenes Barion i ist das Einteilchenenergie-Niveau Ei und das
chemisches Potential i wie folgt gegeben
Ei(k) = E

i (k) + gi!!0 + gi0 + giI3i0 ; E

i (k) =
q
k2
i + m2
i ;
i = bin   qie = 

i + gi!!0 + gi0 + giI3i0 ; (3.9)
wobei 
i  E
i (k = kFi), k der Impuls und kFi der Fermiimpuls des
Barions i ist. bi und qi sind die Barionzahl und die Ladung des i'ten
Barions.
 Seltsamkeit ist keine Erhaltungsgr oe
Aufgrund des allgemeinen -Gleichgewichts sind im inneren Bereich
von Neutronensteren auch Teilchenumwandlungen m oglich, die die Er-
haltung der Quantenzahl "Seltsamkeit" verletzen. Nukleonen (N =
6Tauonen  k onnen in Neutronensternmaterie aufgrund ihrer grossen Massen nicht
entstehen.
7Bei heien Protoneutronensternen, die einige Sekunden nach einer Supernova Explo-
sion existieren, k onnen Neutrinos nicht entweichen. Sie sind im Stern gefangen ("trapped
neutrinos") und ihr Beitrag zum Druck der Materie ist nicht zu vernachl assigen.90 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
n;p) k onnen, wenn es energetisch g unstig ist, in Hyperonen nach fol-
gendem Prinzip zerfallen
N + N ) N + H + M ; (3.10)
wobei H das Hyperon und M ein Meson beschreibt. Ein Beispiel eines
solchen Prozesses ist z.B.
n + n ) n +  + K : (3.11)
Teilchenkompositionen und Zustandsgleichung
Alle thermodynamischen Eigenschaften der Neutronensternmaterie im chira-
len Modell k onnen  uber das grokanonische thermodynamische Potential 

bestimmt werden. Pro Einheitsvolumen bei Temperatur T = 0 ist es gegeben
durch [38]
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wobei der Beitrag der Leptonen ber ucksichtigt und die Vakuumenergie Vvac
subtrahiert wurde. Die Energiedichte  und der Druck P ergibt sich nun mit
Hilfe der Gibbs-Duhem Relation
" = 
=V +
X
k=i;l
kk ; P =  
=V : (3.13)
Die Feldgleichungen des chiralen Modells f ur Neutronensternmaterie, die
sich durch das Variationsprinzip als Euler-Lagrangegleichungen ergeben, wur-
den nun, unter Beachtung der Ladungsneutralit at und des -Gleichgewichts,
selbstkonsistent nummerisch gel ost um die Eigenschaften der Materie grasch
darzustellen.
In Abb. 3.1 ist die Bindungsenergie pro Barion B=A = =B   mB
als Funktion der barionischen Dichte B f ur verschiedene Neutron-Proton
Verh altnisse  = (n   p)=B aufgetragen. Die Kurve mit  = 0 beschreibt
symmetrische nukleare Materie wie sie bei leichten Kernen vorliegt. Aufgrund3.1. NEUTRONENSTERNE 91
der negativen Bindungsenergie, deren Minimum sich bei normaler nuklearer
Kerndichte 0 bendet (B=A(0) =  16 MeV), ist diese Materie selbst ge-
bundenen und h alt sich deshalb ohne weitere Kr afte selbst andig zusammen;
so wie man es bei endlichen Kernen auch beobachtet.
1.0
0.75
0.5
0.25
=0.0
NS
Abbildung 3.1: Bindungsenergie pro Nukleon B=A in Abh angigkeit der ba-
rionischen Dichte B=0 (0 = 0:15 fm 3) f ur unterschiedliche Werte der
Neutron-Proton-Asymmetrie ( = (n   p)=B) berechnet im hadronischen
chiralen Modell. Die mit 'NS' bezeichnete Kurve beschreibt ladungsneutra-
le Neutronensternmaterie im -Gleichgewicht bestehend aus Nukleonen und
Elektronen.
Mit steigender Asymmetrie ( > 0), d.h. relativ zunehmender Anzahl der
Neutronen, reduziert sich einerseits die Bindungsenergie im Grundzustand
und andererseits verschiebt sich das Minimum hin zu kleineren Dichten; die
Eigenschaft der Selbstgebundenheit der Materie nimmt also ab. Der Grund
f ur die Abnahme der Bindungseigenschaft nuklearer Materie bei zunehmen-92 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
der Asymmetrie liegt in der Abnahme der Isospin-symmetrischen nuklearen
Kr afte. Der gebundene Charakter der Materie wird bei hohen Asymmetrien
(  0:84) vollst andig aufgehoben. Die steifste Kurve wird bei  = 1 realisiert
- hier besteht die Materie allein aus Neutronen. Die Kurve, die in Abb. 3.1 mit
"NS" bezeichnet ist, beschreibt Neutronensternmaterie bei der, aufgrund des
-Gleichgewichts und der Ladungsneutralit at, die Teilchenzusammensetzung
(und deshalb auch der Parameter ) festgelegt ist. Sie ist weicher als rei-
ne Neutronenmaterie, zeigt jedoch einen starkes, ungebundenes Verhalten.
Neutronensternmaterie im chiralen Modell ist demnach nicht selbstgebun-
den. Die endliche Ausdehnung von Neutronensternen ist also nicht durch
die Materieeigenschaften bedingt, sondern wird durch eine weitere Kraft (die
Gravitationskraft) erzeugt (siehe Kapitel 2).8
Wie schon erw ahnt, wird die Teilchenzusammensetzung im Neutronen-
stern durch die Zwangsbedingung der Ladungsneutralit at und durch das all-
gemeine -Gleichgewicht bestimmt. Abb. (3.2, oben) veranschaulicht schema-
tisch die Teilchenkompositionen bei unterschiedlichen Dichten, wobei Abb.
(3.2, unten) die Teilchenenergien der jeweiligen Barionen im chiralen SU(3)
Modell darstellen. Bei geringer barionischer Dichte (B <
0:90) besteht die
Materie aus Neutronen mit geringer Beimischung von Elektronen und Pro-
tonen (maximal 5 Prozent). Bei h ohere Dichten (0:90 < B < 2:60) ist
es f ur Elektronen nahe der Fermienergie energetisch g unstiger in Muonen zu
zerfallen (e  $   +e +), so dass sich ein chemisches Gleichgewicht bei-
der Leptonen einstellt   = e . F ur noch h ohere Dichten (B >
2:60) wird
es schlielich f ur Nukleonen energetisch g unstiger in Hyperonen zu zerfallen.
Die ersten Hyperonen, die bei B = 2:60 erscheinen sind das  und  
Hyperon; die jeweiligen Prozesse und deren energetische Grundlage sind in
Abb. (3.2, unten) und Gleichung 3.15 dargestellt. Aufgrund der hohen Mas-
sen der Hyperonen wird deren Auftreten erst bei hohen Dichten m oglich.
Erreicht die Fermikante des "Energietopfes" der Neutronen die Masse des
-Teilchens, so wird es f ur diese hochenergetischen Neutronen g unstig zu
-Teilchen zu transformieren.
8Bei Quark- und Hyperonensternen kann die Sternmaterie, abh angig vom gew ahlten
Parametersatz, die Eigenschaft der Selbstgebundenheit besitzen, so dass die Kompaktheit
der Sterne teils materiell, teils gravitativ bedingt ist.3.1. NEUTRONENSTERNE 93
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Abbildung 3.2: Oben: Relative Teilchenzusammensetzung in Abh angigkeit
der barionischen Dichte B=0. Unten: Chemische Potentiale i und Ein-
teilchenenergien Ei der Hyperonen in Abh angigkeit der barionischen Dichte
B=0.
Obwohl das  -Hyperon eine weit h ohere Masse als das -Teilchen hat,
tritt es bei ungef ahr gleicher Dichte in das System ein. Der Grund hierf ur
liegt in der Zwangsbedingung der Ladungsneutralit at des Systems, bei dem94 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
negativ geladene Teilchen bevorzugt werden
-Hyperon n + n $ n +  + K0  = n (3.14)

 -Hyperon n + n $ n +   + K+   = n + e  : (3.15)
Hyperonische Teilchen werden dann automatisch durch Zerfall von Nukleo-
nen erzeugt, wenn die Einteilchenenergie Ei (siehe Gleichung 3.9) des jeweili-
gen Hyperons i mit derem chemischen Potential i gleich ist (siehe Abb. 3.2).
Die bei den Umwandlungsprozessen entstehenden Mesonen, zerfallen in Pho-
tonen und Neutrinos, die ungehindert dem Stern entweichen k onnen9. Durch
das Erscheinen des  -Hyperons sinkt die Anzahl der negativ geladenen
Leptonen im System, da diese nun nicht mehr allein f ur die Ladungskompen-
sation der positiv geladenen Protonen im System verantwortlich sind. Die
Abnahme der Leptonen wird weiter unterst utzt durch das  -Hyperon, das
bei einer Dichte B >
3:20 auftritt. Im chiralen Modell treten die weiteren
Hyperonen des Barionenoktetts erst bei sehr hohen Dichten auf (B > 100),
so dass ihre Existenz bei dem Studium der Eigenschaften von Neutronenste-
ren keine Relevanz haben wird (n aheres siehe sp ater).
Die nummerischen Resultate der Zustandsgleichung P(B;T = 0) des
chiralen SU(3)-Modells f ur ladungsneutrale Neutronensternmaterie im -
Gleichgewicht ist in Abb. 3.3 dargestellt. Die durchgezogene Kurve beschreibt
Neutronensternmaterie im chiralen Modell, die sich lediglich aus Neutronen,
Protonen und Elektronen (npe) zusammensetzt. Die gepunktete Kurve hin-
gegen stellt Neutronensternmaterie dar, die des weiteren Myonen und das
gesamte Barionenoktet beinhaltet, d.h. Materie deren Teilchenkompositio-
nen sich so wie in Abb. 3.2 beschrieben zusammensetzt. Man erkennt, dass
das Auftreten der Hyperonen bei B = 2:60 die Zustandsgleichung stark
"verweicht" (softening). In Abb. 3.4 ist eine weitere Darstellung der Zu-
standsgleichung abgebildet (P(;T = 0)), die bei der Berechnung der Eigen-
schaften von Neutronensternen von gr oerer Bedeutung ist, da sie direkt in
die TOV-Gleichungen (siehe Gl. 2.61 in Kapitel 2) eingeht.
9Dies gilt nur dann, wenn die entstehenden Mesonen nicht durch einen Phasen ubergang
im Stern kondensieren (siehe [16] neue Au
age und [45, 46, 47, 48]).3.1. NEUTRONENSTERNE 95
npe Y
npe
Abbildung 3.3: Die Zustandsgleichung, d.h. der Druck P der hadronischen
Materie als Funktion der barionischen Dichte B=0. Die durchgezogene Kur-
ve (npe) beschreibt ladungsneutrale Materie im -Gleichgewicht bestehend
aus Neutronen, Protonen und Elektronen, wohingegen die gepunktete Kurve
(npeY) auch Muonen und Hyperonen beinhaltet.
Der Druck P und die Energiedichte  sind die relevanten Gr oen zur Be-
rechnung der Gravitationskraft eines Systems bzw. der durch die Materie
verursachten Raumzeitkr ummung; die Barionendichte B ist in der Einstein-
gleichung unerheblich und tritt nur als verborgener Parameter auf. In Abb.
3.4 erkennt man ebenfalls einen weicheren Verlauf der Zustandsgleichung
bei Einbeziehung von Hyperonen oberhalb der Energiedichte  = (B =
2:60)  400 [MeV/fm3].96 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
npe Y
npe
Abbildung 3.4: Die Zustandsgleichung, d.h. der Druck P der hadronischen
Materie als Funktion der Energiedichte . Die beiden Kurven beschreiben
dieselben Systeme wie in Abb. 3.3. Diese Form der Zustandsgleichung (P())
geht direkt in die Einsteingleichung ein (siehe Kapitel 2).
Eigenschaften des nichtrotierenden Neutronensterns
Um die Eigenschaften von Neutronensternen auszurechnen setzt man die
in Abb. 3.4 dargestellte Zustandsgleichung in die TOV-Gleichung ein und
l ost diese nummerisch. Um die  auere Kruste des Sterns, bestehen aus ei-
nem Gitter von Atomkernen eingebettet in ein Elektronengas, beschreiben
zu k onnen, benutzten wir f ur niedrige Dichten (B < 0:001 fm 3) die Zu-
standsgleichung von Baym, Pethick und Sutherland [49]. Den inneren Teil
der Kruste (0:001 < B < 0:08 fm 3) beschrieben wir durch die Resulta-
te von Negele und Vautherin [50]. Die so berechneten Eigenschaften werden
im folgenden dargestellt; sie beschreiben ladungslose, nichtrotierende, ma-
gnetfeldfreie Neutronensterne mit sph arischer Symmetrie im chiralen SU(3)-3.1. NEUTRONENSTERNE 97
Modell.
 Energiedichteprole
Abb. 3.5 stellt drei Energiedichteprole von Neutronensternen im chi-
ralen Modell dar, die sich in dem Wert der zentralen Energiedichte
c := (r = 0) im Zentrum des Sterns unterscheiden.
M = 1.23 M
M = 1.60 M
M = 1.63 M
￿
￿
￿
Abbildung 3.5: Drei Energiedichtenprole (r) von Neutronensternen mit un-
terschiedlichen zentralen Dichten c := (r = 0) im chiralen Modell mit Hy-
peronen. Der Stern  mit der h ochsten zentralen Energiedichte (
￿c = 1130
MeV/fm3) repr asentiert den Stern mit maximaler Masse. Der Stern N dage-
gen besitzt eine zu geringe Energiedichte um eine Hyperonenerzeugung im
Sterninneren zu erm oglichen.
Der mit dem Symbol N gekennzeichnete Stern besitzt die geringste98 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
zentrale Energiedichte 
￿c = 370 MeV/fm3, der "-Stern" eine mittle-
re (
￿c = 780 MeV/fm3) und  die h ochste Energiedichte im Zentrum
(
￿c = 1130 MeV/fm3). Berechnet man die gravitativen Gesamtmassen
dieser Sterne, so unterscheiden sie sich ebenfalls (M
￿ = 1:23M;M
￿ =
1:60M;M
￿ = 1:63M). Au allig ist das ge anderte Steigungsverhalten
der Prole  und  bei ca. 400 MeV/fm3. Der Grund f ur dieses Verhal-
ten liegt darin, dass ab dieser Energiedichte hyperonische Teilchen in
das System kommen und die Zustandsgleichung weicher machen. Dem-
nach besteht der Stern N nur aus Nukleonen und Leptonen, wohingegen
die Sterne  und  in ihrem inneren Kern (r < 6:4 km) Hyperonen
beinhalten. Das Aussehen der Dichteprole wird demnach stark von
den Hyperonen beein
usst.
 Raumzeitkr ummung
Die Abbildungen 3.6 und 3.7 stellen die g00  gtt und g11  grr Kom-
ponente der Metrik g als Funktion des radialen Abstandes r vom
Sternzentrum dar. Die g00-Komponente, die in Newtonscher Approxi-
mation das Newtonsche Gravitationspotential beschreibt, ist in Abb.
3.6 dargestellt. Die durchgezogenen Kurven stellen die nummerischen
Resultate der Metrik im Inneren des Sterns dar, die mit Hilfe der TOV-
Gleichungen berechnet wurden wohingegen die gepunkteten Kurven
die Auenraummetriken der Schwarzschildl osung darstellen. Aufgrund
der unterschiedlichen Energiedichteprole der Sterne unterscheiden sich
ihre Innenraummetriken merklich voneinander. Der Stern  mit der
h ochsten zentralen Energiedichte verursacht gleichzeitig die st arkste
Raumzeitkr ummung; der Stern N die geringste Kr ummung. Bei den
Sternen  und  ist es au allig, dass sich ihre Auenmetriken nur we-
nig voneinander unterscheiden, was daran liegt, dass ihre Gesamtmas-
sen ungef ahr gleich sind und die  auere Schwarzschildl osung lediglich
von diesem Parameter bestimmt wird.
Die Kurven der g11-Metriken der Sterne besitzen ein Minimum bei den
Radien, bei denen die Zustandsgleichung der hadronischen Materie in
die  auere Krustenmaterie der Sterne  ubergeht; an der Ober
 ache des
Sterns geht sie ebenfalls in die Schwarzschildl osung  uber (gepunktete3.1. NEUTRONENSTERNE 99
Kurve). F ur r ! 1 gehen alle Komponenten der Metrik bei s amtli-
chen Sternen in den Limes des 
achen, gravitationsfreien Raumes  uber
(g00(r ! 1) = 1 und g11(r ! 1) =  1).
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Abbildung 3.7: Raum-Raum Komponente g11 des metrischen Tensors g
als Funktion der radialen Koordinate r. Die Kurven beschreiben dieselben
Systeme wie in den vorigen Bildern.
 Masse und Radius
Abgesehen von der Rotationsfrequenz 
 sind die Gesamtmasse und der
Sternradius die wichtigsten makroskopischen Eigenschaften von kom-
pakten Sternen die direkt mit observablen Daten verglichen werden
k onnen.
Im chiralen SU(3) Modell ergibt sich nummerisch der in Abb. 3.8 dar-
gestellte Zusammenhang zwischen Radius R und gravitativer Gesamt-
masse M. Die R(M)- Eigenschaften der im vorigen Teilkapitel bespro-
chenen Sterne (N;;) sind durch Pfeile gekennzeichnet. Das erste
Auftreten der einzelnen Hyperonen im Zentrum der Neutronensterne
ist ebenfalls in Abb. 3.8 durch Pfeile markiert. Man erkennt hier deut-
lich, dass der Stern N (geringe zentrale Dichte) keine hyperonischen3.1. NEUTRONENSTERNE 101
Teilchen besitzt; er hat eine geringe Masse (M
￿ = 1:23M) , einen
relativ groen Radius (R
￿ = 13 km) und bendet sich auf dem so
genannten "Plateau" der R(M)- Kurve, dass f ur Neutronensterne mit
Kruste typisch ist. Das extreme Ansteigen des Radius bei sehr kleinen
Massen (M < 0:2M) ist bedingt durch die Eigenschaften der Kru-
stenzustandsgleichung; diese Sterne gehen f ur sehr groe Radien in den
Zweig der Weien Zwerge  uber. Neutronensterne mit mittlerer  und
h ochster  zentraler Dichte sind kompakter, besitzen Hyperonen in ih-
rem inneren Kern, haben gr oere Massen und besitzen kleinere Radien
(R
￿ = 12:3;R
￿ = 11:6 km).
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Abbildung 3.8: Radius R des Sterns als Funktion seiner gravitativen Ge-
samtmasse M. N,  und  markieren die in den vorigen Abbildungen be-
sprochenen Sterne. Des weiteren sind die Grenzwerte des ersten Einsetzens
der Hyperonen ; ;  im Sternzentrum markiert.102 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Der  - Stern hat die gr otm ogliche zentrale Energiedichte, den klein-
sten Radius, die gr ote Masse und beinhaltet die meiten seltsamen
hyperonischen Teilchen. Im chiralen Modell stellt dieser Stern die letz-
te makroskopisch stabile Form der Materie dar, da gezeigt werden kann
(siehe Kapitel 2), dass noch kompaktere oder seltsamere Sterne insta-
bil unter radialen Oszillationen werden und zwangsl aug zu schwarzen
L ochern kollabieren m ussen.10 Demnach stellt die zentrale Energiedich-
te des  - Sterns eine Grenzdichte dar, die stabile Neutronensterne nicht
 uberschreiten k onnen. Da diese Grenzdichte weit unterhalb der Dichte
liegt, die ein Erscheinen der Hyperonen (0;+;0) m oglich machen
w urde, k onnen diese Teilchen in Neutronensternen, die auf dem chiralen
Modell basieren, nicht vorkommen.
npe Y
npe
npe Y
npe
Abbildung 3.9: Links: Gravitative Masse M als Funktion der zentralen Ener-
giedichte c. Rechts: Gravitative Masse M als Funktion der zentralen Bario-
nendichte c=0.
10Vorausgesetzt ist hier, dass das chirale SU(3) Modell f ur jegliche Dichtebereiche g ultig
ist und w ahrend des Kollaps zum schwarzen Loch die Materie keinen Hadron-Quark Pha-
sen ubergang vollzieht.3.1. NEUTRONENSTERNE 103
npe Y
npe
npe Y
npe
Abbildung 3.10: Links: Radius R des Sterns als Funktion seiner gravitati-
ven Masse M. Rechts: Radius R des Sterns als Funktion seiner zentralen
Barionendichte c=0.
In den Abbildungen 3.9 und 3.10 werden weitere Zusammenh ange zwi-
schen Radius, Masse und anderen Gr oen dargestellt. Die durchgezogenen
Kurven stellen die nummerischen Resultate des chiralen Modells dar (mit
Hyperonen), wobei die gepunkteten Kurven die Berechnungen des chiralen
Modells zeigen, die sich ergeben, wenn man die nat urliche Erzeugung der Hy-
peronen unterdr uckt und nur Nukleonen und Elektronen im System zul at.
Durch das "softening" der Zustandsgleichung bei Einbeziehung von Hypero-
nen wird die maximale Masse stark reduziert.
Rotierender Neutronenstern
Die Auswirkungen der Rotation eines kompakten Sterns auf seine charakteri-
stischen Gr oen (Masse, Radius usw.) und die innere und  auere Metrik der
Raumzeit wurde bereits in Kapitel 2 dargestellt und diskutiert. Die folgenden
Resultate wurden in der pertubativen Hartle-Thorn-Methode bis zur Qua-
drupoln aherung allgemeinrelativistisch berechnet und beschreiben die Rota-
tionskorrekturen einiger charakteristischer Gr oen des Neutronensterns im
chiralen Modell und dessen verursachte Raumzeitkr ummung.104 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
P=1 s
P=1.6 ms
P=1 ms
P=0.81 ms
Abbildung 3.11: Gravitative Masse M als Funktion der zentralen Ener-
giedichte c f ur vier verschiedene Rotationsperioden P = 2=
 =
1;0:0016;0:001;0:00081 s.
In Abb. 3.11 ist die gravitative Masse des Neutronensterns gegen die zen-
trale Energiedichte c bei verschiedenen Rotationsgeschwindigkeiten aufge-
tragen. Man erkennt, dass sich f ur Rotationsperioden P = 2=
  1 s so gut
wie keine Rotationskorrekturen der Gesamtmasse des Sterns ergeben; dies
gilt auch f ur die anderen charakteristischen Gr oen. Man kann aus diesem
Ergebnis folgern, dass alle bekannten Sekundenpulsare in guter N aherung
als nichtrotieren approximiert werden k onnen und die im vorigen Teilkapitel
dargestellten Ergebnisse f ur s amtliche Sekundenpulsare g ultig sind. Rotiert
der Neutronenstern jedoch schneller (Milli- und Submilli- Sekundenpulsare),
so verschiebt sich dessen Massenkurve zu h oheren Werten, seine maximale
Masse Mmax nimmt zu und seine sph arische Symmetrie wird zerst ort. Seine
Radius am  Aquator R aqu nimmt zu und an den Polen Rpol ab. Die durch die3.1. NEUTRONENSTERNE 105
Gleichung 2.76 berechnete Kepplerfrequenz 
CHM
K = 7787rad/s entspricht
einer Keplerperiode von P CHM
K  0:81ms.
Wie im Kapitel 2 bereits beschrieben, entstehen aufgrund der Rotation
Mitf uhrungseekte der Raumzeit (frame dragging), welche durch die Frame-
dragging Frequenz !(r) bestimmt sind.
P=1.6 ms
P=1 ms
P=0.81 ms
Abbildung 3.12: Veranschaulichung der 'Frame dragging' - Frequenz !(r).
 !(r) := 
 !(r) als Funktion der radialen Koordinate r. Zu zwei unterschied-
lichen zentralen Energiedichten c (c = 400 MeV/fm3 und c = Mmax) wur-
den drei unterschiedlich schnell rotierende Sterne berechnet (Rotationsperi-
oden: P = 0:0016;0:001;0:00081 s).
In Abb. 3.12 ist die Framedragging Frequenz !(r) von der Rotations-
frequenz 
 des Sterns subtrahiert ( !(r) := 
   !(r)) und f ur drei unter-
schiedliche Rotationsperioden P = 0:0016; 0:001; 0:00081 s und zwei un-
terschiedliche zentrale Energiedichten (c = 400 MeV/fm3 und c = Mmax)
gegen den radialen Abstand vom Zentrum des Sterns aufgetragen. Im Zen-106 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
trum rotiert die Raumzeit stets am schnellsten und theoretisch betrachtet,
sp urt erst ein unendlich weit entfernter Beobachter keine Mitf uhrungseekte
mehr. Bei gleicher Rotationsfrequenz 
 und gr oeren zentralen Energiedich-
ten sind die Mitf uhrungseekte und somit !(r) gr oer, da mehr Energie pro
Volumeneinheit bewegt wird.
Abh angigkeit der Resultate vom Parametersatz
Alle die in den vorigen Teilkapiteln dargestellten Ergebnisse h angen von dem
gew ahlten Parametersatz des chiralen SU(3)-Modells ab. Die dargestellten
Ergebnisse wurden im C1-Parametersatz berechnet, da mit diesen Parame-
tern am befriedigsten die Eigenschaften von Kernmaterie realisiert werden
(siehe [38]). F ur einen neueren Parametersatz (siehe [41, 44]), mit dem man
die Eigenschaften von endlichen Kernen gut beschreiben kann, wurden Ver-
gleichsrechnungen angestellt. Die mit Hilfe dieses Parametersatzes berech-
neten Werte der Eigenschaften von Neutronensternen im chiralen Modell
unterscheiden sich nur minimal (weniger als 5 % Abweichung) von denen im
C1-Parametersatz berechneten Werte, so dass diese Resultate nicht nochmals
in dieser Arbeit dargestellt werden.
Vergleich mit anderen hadronischen Modellen
Die zur Strukturbestimmung von Neutronensternen am h augsten benutzten
Modelle der hadronischen Wechselwirkung sind erweiterte "Walecka Model-
le" [43, 16, 15], die teilweise in der Struktur ihrer zugrundeliegenden La-
grangedichte groe Unterschiede besitzen. In diesem Teilkapitel wird deshalb
exemplarisch ein Walecka Modell gew ahlt, dass von seinem physikalischen
Inhalt  ahnlich dem chiralen Modell ist.
Im folgenden benutzen wir die nichtlineare Version eines relativistischen
'mean-eld' Modells, dessen Lagrangedichte L wie folgt formuliert wird
L =
X
B
 B (i@ =   mB) B +
1
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@  
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2

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+
X
B
 B (gB + g!B!

 + g~ 

~ B) B ; (3.16)
wobei die Summe  uber alle Barionenarten B=p;n;;0;;0;  geht. ;!
und ~  sind die iso-skalar skalaren , die iso-skalar vektoriellen ! und die
iso-vektoriell vektoriellen  Mesonenfelder. ! und ~  sind die Feldst arke-
tensoren der ! und  Mesonenfelder.
Da man allein mit diesem Modell nicht imstande war die stark attraktive
-Wechselwirkung beschreiben zu k onnen, f ugte man der Lagrangedichte
(Gl. 3.19) einen weiteren Term LY Y hinzu. In diesem Erweiterungsteil tre-
ten zus atzliche mesonische Felder auf (das iso-skalar skalare -Feld und das
iso-skalar vektorielle -Feld), die ausschlielich an hyperonische Teilchen kop-
peln. Experimentell kann man diese Mesonen als das f0(975) und (1020)
Teilchen interpretieren. Der Zusatzterm lautet
L
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 Y (gY 
 + gY 

) Y ;
wobei der Index Y  uber alle Hyperonen geht.
Die hyperonischen Vektorkopplungskonstanten erf ullen die SU(6) Sym-
metrie, wobei die skalaren hyperonischen Kopplungskonstanten so gew ahlt
werden, dass die gemessenen optischen Potentiale reproduziert werden (n aher-
es siehe [51, 52]).
Der Druck P und die Energiedichte  von statischer, homogener barioni-
scher Materie in diesem Modell kann in 'mean-eld' Approximation wie folgt
geschrieben werden

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wobei m
B = mB  gB gB die eektive Masse , B der Degenerations-
faktor und kB
F =
p
2
B   m2
B der Fermiimpuls des barionischen Teilchens B
ist.
Um ladungsneutrale barionische Materie im -Gleichgewicht zu beschrei-
ben, m ussen auerdem noch Leptonen in das System miteinbezogen werden.
Dieser  Ubergang zu Neutronensternmaterie geschieht analog zum chiralen
Modell durch Hinzuf ugung des Beitrags Llep zur gesamten Lagrangedichte
(siehe Gl. 3.7).
Im folgenden werden vier unterschiedliche Parameters atze dieses Modells
benutzt (TM1,NLZ,TM1YY und NLZYY). Die Parameters atze TM1 und
NLZ beinhalten keine zus atzlichen mesonischen Felder der hyperonischen
Wechselwirkung (LY Y  0), wohingegen die Parameters atze TM1YY und
NLZYY diese beinhalten (n aheres zu den Modellen und Parameters atzen
ndet man in [51, 52]).
Die Zustandsgleichung der Modelle ist in Abb. 3.13 dargestellt.
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Abbildung 3.13: Links: Druck P als Funktion der Energiedichte . Rechts:
Druck P als Funktion der barionischen Dichte =0.3.1. NEUTRONENSTERNE 109
Die Zustandsgleichungen der einzelnen Modelle unterscheiden sich vor al-
lem bei hohen Energiedichten voneinander, da die experimentell  uberpr ufba-
ren Eigenschaften der Modelle sich streng nur bei normaler nuklearer Dichte
0 gleichen. Ein weiterer wichtiger Punkt ist die unterschiedliche Hyperonen-
beschreibung der einzelnen Modelle, die bei Dichten   20 einsetzt.
In Abb. 3.13 erkennt man auerdem ein pl otzliches Aussetzen der Zu-
standsgleichungen der Modelle TM1, NLZ und NLZYY bei jeweils unter-
schiedlichen Dichten. Bei diesen Dichten kommt es bei den jeweiligen Mo-
dellen zu negativen eektiven Nukleonenmassen m
N (siehe Abb. 3.14 und
3.15).
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Abbildung 3.14: Eektive barionische Massen m
B als Funktion der barioni-
schen Dichte =0 im TM1- und TM1YY-Modell.
Im TM1-Modell wird die eektive Masse m
N der Nukleonen bei einer
barionischen Dichte von   8:50 negativ. Da negative eektive Massen
unphysikalische Ausdr ucke darstellen, entschieden wir uns die Ergebnisse
der jeweiligen Modelle lediglich bis zu den kritischen Dichten anzugeben
und nicht durch Betragsbildung die Eigenschaft der negativen Massen zu110 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
verschleiern.11 Durch Miteinbeziehen der Hyperonen-Hyperonen Wechselwir-
kung in das TM1-Modell (TM1YY) erreicht man einen langsameren Abfall
der Nukleonenmassen mit steigender Dichte, so dass keine negativen eek-
tiven Massen, im betrachteten Bereich bis 100) auftreten. Die eektiven
Hyperonenmassen m
Y fallen dagegen schneller ab (siehe Abb. 3.14).
Im NLZ-Modell treten negative eektive Nukleonenmassen schon bei Dich-
ten   3:30 auf. Ein Miteinbeziehen der Hyperonen-Hyperonen Wechsel-
wirkung (NLZYY-Modell) hilft hier nur wenig weiter (siehe Abb. 3.15 rechts).
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Abbildung 3.15: Eektive barionische Massen m
B als Funktion der barioni-
schen Dichte =0 im NLZ- und NLZYY-Modell.
Im chiralen hadronischen Modell k onnen eektive barionische Massen auf-
grund der higgs'schen Massenerzeugungskonstruktion nicht auftreten (siehe
Abb. 3.16). Die eektiven Teilchenmassen fallen im CHM im Vergleich zu
den anderen Modellen viel schw acher ab.
11Die negativen eektiven Teilchenmassen entstehen aufgrund von vernachl assigten Va-
kuumspolarisationseekten ('Mean Field' - N aherung) und stellen somit eine spontane
Teilchen-Antiteilchen Erzeugung dar (n aheres siehe [53, 52, 54, 55]).3.1. NEUTRONENSTERNE 111
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Abbildung 3.16: Eektive barionische Massen m
B als Funktion der barioni-
schen Dichte =0 im CHM.
Die Teilchenzusammensetzungen der jeweiligen Modelle ist in den Ab-
bildungen 3.17 und 3.18 veranschaulicht. Verglichen mit dem CHM (Abb.
3.2) entstehen in allen anderen betrachteten Modellen die ersten hyperoni-
schen Teilchen schon bei niedrigeren Dichten (TM1, TM1YY:  20, NLZ,
NLZYY:  1:70). Das Miteinbeziehen der Hyperonen-Hyperonen Wechsel-
wirkung erleichtert im allgemeinen die Produktion von hyperonischen Teil-
chen bei steigender Dichte, so dass auch massiveren und positiv geladenen
Hyperonen ein Erscheinen erm oglicht wird. Vergleicht man die hyperonischen
Teilchenzusammensetzungen mit dem CHM, so erkennt man, dass in den be-
trachteten Modellen im allgemeinen mehr Hyperonen auftreten. Im TM1 und
den NLZ-Modellen erscheinen sogar bei hohen Dichten mehr ladungslose -
Hyperonen als Neutronen oder Protonen; dies ist im CHM nicht der Fall.
F ur extrem hohe Dichten unterscheiden sich die relativen Teilchenh aug-
keiten nicht mehr, was man als einen Ausdruck der chiralen Restaurierung
innerhalb der einzelnen Modelle verstehen kann.112 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.17: Relative Teilchenzusammensetzung in Abh angigkeit der ba-
rionischen Dichte =0.
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Abbildung 3.18: Relative Teilchenzusammensetzung in Abh angigkeit der ba-
rionischen Dichte =0.3.1. NEUTRONENSTERNE 113
Die makroskopischen Sterneigenschaften ergeben sich wieder durch Ein-
setzen der Zustandsgleichung in die TOV-Gleichungen. In Abb. 3.19 sind die
Massen M der Neutronensterne als Funktion ihrer zentralen Energiedichte c
dargestellt. Die NLZ-Modelle (NLZ, NLZYY) erreichen die kritische Dichte,
bei der negative eektive Nukleonenmassen entstehen, bevor sie ihre Maxi-
malmasse erreichen k onnen, so dass wir an diesem Punkt die Berechnungen
stoppten (die jeweiligen Punkte in Abb. 3.19 sind mit einem  gekennzeich-
net).
CHM
TM1 with HH
TM1
NLZ with HH
NLZ
Abbildung 3.19: Gravitative Masse M als Funktion der zentralen Energie-
dichte c.
In allen Modellen bewirkt die Miteinbeziehung der Hyperonen-Hyperonen
Wechselwirkung einen niedrigeren Wert der maximalen Masse, da ein 'sof-
tening' der Zustandsgleichung stattndet (siehe Abb. 3.13). Die in den Mo-
dellen vorhergesagten maximalen Massen liegen eng beieinander (1:56M 
M  1:65M) und beschreiben alle die bekannten Pulsarmassen gut. Auf-
f allig ist, dass das CHM, im Vergleich zu den anderen Modellen weit h ohe-
re zentrale Energiedichten erm oglicht. Der Grund hierf ur liegt in dem sehr114 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
soften Verhalten der Zustandsgleichung des CHM bei Dichten   2:50 die
einen Groteil der Sternmaterie bestimmen (siehe Abb. 3.13).
In Abb. 3.20 ist der Radius der Neutronensterne in Abh angigkeit ihrer
gravitativen Masse M aufgetragen. Man erkennt einen qualitativen Unter-
schied in den Vorhersagen des Radius zwischen dem CHM und den anderen
Modellen. Die Neutronensternradien im CHM sind ca. 2 km kleiner als in den
anderen Modellen. Der Grund liegt auch hier in dem softeren Verhalten der
Zustandsgleichung des CHM bei Dichten   2:50; die Gravitationskraft
kann im CHM den Stern mehr zusammendr ucken.
CHM
TM1YY
TM1
NLZYY
NLZ
Abbildung 3.20: Sternradius R als Funktion der gravitativen Masse M.3.2. QUARKSTERNE 115
3.2 Quarksterne
Eigenschaften von seltsamen Quark Sternen im Nambu{
Jona-Lasinio (NJL) Modell
Die direkte Simulation der fundamentale Wechselwirkung zwischen Quarks
durch den Austausch von Gluonen und deren Anwendung auf kompakte Ster-
ne ist derzeit nicht m oglich (siehe Kapitel 1), so dass es auch hier n otig ist ef-
fektive, QCD- ahnliche Theorien zu konstruieren oder auf pertubative Ans atze
auszuweichen. Die fundamentalen fermionischen Teilchen in all diesen eekti-
ven Quarkmaterie-Theorien sind nicht wie im chiralen Modell die Hadronen,
sondern die Quarks. Der haupts achliche Unterschied zwischen den einzelnen
Quarkmaterie-Theorien (NJL, ENJL, MIT-Bag, QMF, QMC) besteht in der
Art und Weise, wie diese die Wechselwirkung zwischen den Quarks simulie-
ren. Im folgenden werden Quarkmaterie Eigenschaften und Quark Sterne 12
im NJL und im erweiterten NJL (ENJL) Modell beschrieben und mit Resul-
taten von anderen Modellen und astrophysikalischen Observablen verglichen.
Beschreibung von Quarkstern Materie im NJL Modell
Die SU(3)L  SU(3)R - Flavour Version des NJL Modells [56, 57, 58] stellt
ein interessantes eektives Modell der starken Wechselwirkung dar, da es
einerseits dieselben Symmetrien wie die QCD aufweist und es andererseits
gelang mit Hilfe dieses Modells hadronische Eigenschaften im seltsamen und
nichtseltsamen Sektor zu beschreiben [59, 60]. Im NJL Modell konnte im
chiralen Limes (mu = md = ms = 0) gezeigt werden, dass oberhalb einer
kritischen Temperatur von 200 MeV die chirale Symmetrie restauriert wird
[60]. Des weiteren konnte man erfolgreich Phasen uberg ange in dichter Materie
[61, 62, 63] und multiple Teilchenzust ande [64, 65, 66, 67] beschreiben. In den
letzten Jahren wurde das NJL Modell auch auf ladungsneutrale Quarkstern
Materie im -Gleichgewicht ausgedehnt und die resultierenden Quarkstern
Eigenschaften berechnet [68, 69]. Neben der simplen SU(2) Version wurden
auch Berechnungen in erweiterten SU(3) Versionen unter Einbeziehung von
12Besser 'reine' Quark Sterne; d.h. kompakte Sterne die allein aus einer Quark-(Gluon)-
Plasma Phase zusammengesetzt sind und keine hadronischen Teilchen beinhalten.116 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
4-Fermion Vektorboson Austausch gemacht.
Im folgenden soll die erweiterte SU(3)L  SU(3)R - Flavour Version des
NJL Modells dargestellt werden, die neben der skalaren Wechselwirkung eine
vektorielle 4-Fermion Wechselwirkung beinhaltet. Die Lagrangedichte besitzt
die folgende Gestalt13 [30]:
L =   (i@ =   ^ m0) 
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Flavour Mischterme
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Leptonische Beitr age
Die Quarkzustandspinoren     
f
Aa sind vektorielle Gr oen in drei un-
terschiedlichen elementaren R aumen (Spinorraum, Farbraum und Flavour-
raum). Sie sind einerseits Diracspinoren im Teilchen-Antiteilchen Spinorraum
(A = 1..4), andererseits tragen sie Farbe (a = rot, gelb, blau) und treten in
drei Flavourformen (f = u, d, s) auf. Sowohl die Gamma-Matrizen 
 


A
B;
5  
5
A
B als auch die partielle Ableitung @ =  @ =A
B := @

A
B stellen
44- Matrizen im Spinorraum dar. Die Massenmatrix ^ m0 = diag(m0u; m0d;
m0s) ist eine Diagonalmatrix im Flavourraum, die die nackten Massen der
Quarks festlegt. Die SU(3) Gell-Mann Matrizen j  ja
b (j = 1 ... 8) sind
3  3-Matrizen im Farbraum. Die auftretenden Parameter GS, GV und K
sind die Kopplungskonstanten der skalaren, vektoriellen und 
avouraustausch
Wechselwirkung. Der letzte Term in Gleichung 3.19 beschreibt die leptoni-
schen Beitr age. In den folgenden Rechnungen werden lediglich Elektronen
miteinbezogen. Diese werden durch ein ideales Gas beschrieben das sich aus
masselosen fermionischen Teilchen zusammensetzt. Muonen und Tauonen
werden vernachl assigt, da der Maximalwert des chemischen Potentials der
Elektronen e deren Massen nicht signikant  ubersteigt, so dass ihre Bei-
mischungen in der Quarksternmaterie gering sein werden. In Approximation
13~ = c = 13.2. QUARKSTERNE 117
setzen wir somit
LL  Le =  e i@ = e ; (3.20)
wobei  e der Zustandsspinor der Elektronen ist.
Summiert man  uber die Farbindices und benutzt die N aherungen der
Mean Field Approximation so gelangt man zur folgenden Darstellung der
Lagrangedichte (siehe [30])
L =
X
f
 f (i@ =   mf   
0GV f) f  
GS
2
X
f

2
Sf
+
GV
2
X
f

2
f + 4K
Y
f
Sf + LL : (3.21)
Die eektiven Massen mf der konstituenten Quarks erh alt man durch das
gekoppelte System von Gap{Gleichungen
mf = m0f   GS Sf + 2K
Y
f06=f
Sf0 ; (3.22)
wobei m0f die nackten (engl: bare, current) Massen der Quarks mit Flavour
f darstellen.
Die Einteilchenenergien der Quarks sind gegeben durch
Ef(p) =
q
m2
f + p2 : (3.23)
Die chiralen Kondensate der Quarks <  f f >, die durch die skalaren Dich-
ten Sf gegeben sind, besetzen sowohl die positiven als auch die negativen
Energieniveaus. Da die nicht begrenzten negativen Antiteilchenzust ande des
Dirac{Sees divergente Beitr age liefern w urden, ist es n otig diese ab einem
gewissen Quarkimpuls  = p
Cutoff
f abzuschneiden. Summationen bzw. In-
tegrationen im Impulsraum werden so durch diesen "Cut-O" Parameter 
limitiert. Die skalare Dichte f ur homogene Quarkmaterie bei T = 0 berechnet
sich somit durch den folgenden Ausdruck [30]
Sf =  
mf
2
2
 Z
pFf
dpp2
Ef(p)
=
mf
4
2

p
2
Ff 

mf
pFf

  
2
mf


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wobei  = 6 der Spin-Farb Entartungsfaktor der Quarks ist. Der Fermi Im-
puls der Quarks mit Flavour f ist gegeben durch pFf = (6
2
 f)1=3 und die
in Gleichung 3.24 auftretende Funktion (x) ist wie folgt deniert
(x) =
p
1 + x2  
x
2
2
ln
p
1 + x2 + 1
p
1 + x2   1
: (3.25)
Die auftretenden Modell Parameter m0f;GS;K; wurden so xiert, dass die
Massen der ;K und 0 -Mesonen und die Pionen Zerfallskonstante f den
experimentellen Werten entsprechen. Der so erzielte Parametersatz lautet
(n aheres siehe [70]):
m0u = m0d = 5:5 MeV; m0s = 140:7 MeV; (3.26)
GS = 20:23 GeV
 2; K = 155:9 GeV
 5;  = 0:6023 GeV
Zur Existenz und Gr oe der vektoriellen Wechselwirkung im NJL Modell gibt
es in der Literatur unterschiedliche Auassungen. W ahrend einige Autoren
diese Art der Wechselwirkung vollkommen vernachl assigen [68, 69] wird sie
in anderen Arbeiten ber ucksichtigt und es wurde versucht die Kopplungskon-
stante GV der vektoriellen Wechselwirkung durch Anttung an die Vektor-
mesonmassen [71] und die axiale Ladung gA des Nukleons [59] zu begr unden.
Die Resultate der letzteren Arbeiten legen nahe, dass die Konstanten der
skalaren und vektoriellen Wechselwirkung von gleicher Gr oenordnung sein
sollten (  GV =GS  1). Aufgrund dieser sowohl theoretischen als auch ex-
perimentellen Unsicherheit in der Gr oe der vektoriellen Kopplung variierten
wir den Parameter  im Intervall 0    1.
Aufgrund der Mischung der pseudo-skalaren und longitudinalen-axialen
Vektor-Wechselwirkung sind die Massen und Zerfallskonstanten der pseu-
doskalaren Mesonen (;K;;:::) abh angig von der Gr oe der vektoriellen
Wechselwirkung. Da der verwendete Parametersatz (3.27) bei verschwinden-
der Vektorkopplung an die experimentell bekannten Teilchengr oen anget-
tet wurde, gilt dies exakt nur bei  = 0. Die Abh angigkeit der Pionenmasse
m und der Zerfallskonstanten f von der Gr oe der relativen vektoriellen
Kopplungskonstanten  ist in Abb. 3.21 dargestellt.3.2. QUARKSTERNE 119
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Abbildung 3.21: Die durchgezogene Kurve kennzeichnet die Masse m des
Pions im Vakuum als Funktion der relativen Vektorkopplungskonstante  :=
GV =GS. Die gestrichelte Kurve beschreibt die Zerfallskonstante f des Pions.
Man erkennt, dass sich m und f bei festgehaltenen Parametersatz (3.27)
um ca. 10 Prozent  andern, wenn man  von 0 bis 1 erh oht. Da wir in dieser
Arbeit die Auswirkungen der Vektorkopplung auf die Eigenschaften von kom-
pakten Sternen untersuchen wollen, und nach unserer Ansicht eine st andige
Parameterver anderung bei wechselndem  den Vergleich un ubersichtlicher ge-
macht h atte, entschieden wir uns daf ur, bei allen Rechnungen den in (3.27)
angegebenen Parametersatz beizubehalten. Da der Parameter  Auswirkun-
gen auf die Zustandsgleichung hat, war zu erwarten, dass sich die Eigenschaf-
ten der Quarksterne ebenfalls sensitiv zu diesem Parameter verhalten.
Zustandsgleichung und Teilchenkompositionen
Genauso wie in Neutronensternen Teilchenumwandlungen f ur Hadronen m o-
glich sind, geschieht dies auch f ur Quarks im Inneren der Quarksterne. Quark-
materie ist in Bezug auf die starke und schwache Wechselwirkung im chemi-
schen Gleichgewicht. Unter der Annahme einer "geringen" Temperatur des120 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Sterns (T < MeV) k onnen die bei Teilchenumwandlungen entstehenden Neu-
trinos dem Stern ungehindert entkommen, so dass   0 ist. Die chemischen
Potentiale i (i=u,d,s,e) der im Stern existierenden fundamentalen Teilchen
erf ullen im chemischen -Gleichgewicht die folgenden Relationen
d = s = u + e : (3.27)
Die chemischen Potentiale sind im allgemeinen gegeben durch
i = BiB + SiS + QiQ ; (3.28)
wobei Bi die Barionenzahl, Si die Seltsamkeit und Qi die Ladung des je-
weiligen Teilchens darstellt. Wie schon bei Neutronensternen besprochen, ist
die Seltsamkeit in kompakten Sternen keine Erhaltungsgr oe, so dass man
S  0 setzt. Die Gleichung 3.27 ist mit Q =  e somit automatisch erf ullt.
Die chemischen Potentiale im NJL Modell bei T  0 lauten explizit
f =
q
m2
f + p2
Ff + GV f ; (3.29)
e ' pFe = (3
2e)
1=3 ; (3.30)
wobei e die Teilchendichte der Elektronen, f = u;d;s der 
avour Index und
pF der Fermiimpuls des jeweiligen Teilchens ist.
Neben der Bedingung des chemischen -Gleichgewichts wird die Ladungs-
neutralit at der Materie gefordert
Q =
X
i
Qii =
1
3
(2u   d   s)   e  0 : (3.31)
Die Zeit-Zeit Komponente T 00 des kanonischen Energieimpulstensors T 
stellt die Energiedichte  des Systems dar und berechnet sich aus der La-
grangedichte L wie folgt [2]
T
 =
X
A
@L
@Aj
A
j   Lg
 ; (3.32)
wobei A ein "Symbolfeld" darstellt, dass alle im System vorhandenen Teilchen-
und Wechselwirkungsfelder symbolisiert. Bei Temperatur T  0 besitzt die3.2. QUARKSTERNE 121
Energiedichte explizit die folgende Gestalt
T
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X
f
2
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4

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2
 Z
pFf
dpp
2Ef(p) +
GS
2

2
Sf +
GV
2

2
f
3
7
5
  4K
Y
f
Sf +
p
4
Fe
42   vac ; (3.33)
wobei vac die Energiedichte des physikalischen Vakuums (pFi = 0) auf den
Wert Null setzt.
Der Druck des Systems P und die entsprechende Barionendichte B ist
gegeben durch
P =
X
i
ii    ; (3.34)
B =
X
i
Bii =
1
3
(u + d + s): (3.35)
Die Zustandsgleichung P(B) bzw. P() wurde nun unter Ber ucksichtigung
des -Gleichgewichts und der Ladungsneutralit at nummerisch berechnet. In
den Abbildungen 3.22 und 3.23 ist die Zustandsgleichung f ur ladungsneutrale
Quarkmaterie im NJL Model f ur drei verschiedene Vektorkopplungs-Werte
( = 0;0:5;1) aufgetragen. F ur den Fall verschwindender Vektorkopplung  =
0 ist die Materie in dem Dichtebereich 0 < B < 2:550 selbstgebunden, was
man in den Abbildungen anhand der negativen Dr ucke erkennt. Das lokale
Minimum der Zustandsgleichung (P 0(min
B ) = 0;P 00(min
B ) > 0) entsteht bei
einer Barionendichte (min
B = 1:920;P(min
B ) =  10:3 MeV/fm3). Kompakte
Sterne, deren Materie einer solchen Zustandsgleichung unterliegt, ben otigen
f ur ihre kompakte Gebundenheit nur teilweise die Gravitationskraft; sie sind
teilweise selbst gebunden. Erh oht man die Vektorkopplung, so verschiebt sich
das lokale Minimum zu kleineren Barionendichten hin. Die negativen Dr ucke
und somit auch der selbstgebundene Charakter der Materie verschwinden
vollst andig, wenn die vektorielle Kopplung den folgenden Wert  ubersteigt
  0:4. Die dargestellten Zustandsgleichungen  = 0:5 und  = 1 haben eine
wesentlich steifere Zustandsgleichung und besitzen keine negativen Dr ucke.122 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.22: Zustandsgleichung: Druck P als Funktion der barionischen
Dichte B=0 f ur drei unterschiedliche Gr oen der relativen Vektorkopplung
. Die 'gestrichen-gepunktete' Kurve beschreibt die Zustandsgleichung von
Neutronensternmaterie im hadronischen chiralen Modell (HCM).
Vergleicht man die Zustandsgleichungen des NJL Modells mit dem Ha-
dronischen Chiralen Modell (HCM (mit Hyperonen)) (siehe Abb. 3.22 und
3.23) so erkennt man, dass sich die Zustandsgleichung  = 0 von der des
chiralen Modells f ur Dichten B  40 stark unterscheidet.
Im Falle einer Selbstgebundenheit der Materie (  0:4) k onnen kleine
selbstgebundene Tropfen von Quarkmaterie im mechanischen Gleichgewicht
mit dem Vakuum auch ohne Gravitationskraft existieren. In den Rechnun-
gen zeigte sich, dass auch f ur h ohere Vektorkopplungen 0:4 <   0:65 ein
Fl ussigkeits-Gas Phasen ubergang 1.Ordnung erwartbar ist.  Ahnliche Pha-
sen uberg ange wurden bereits in den folgenden Artikeln diskutiert [67, 72].
Wir verwendeten in dem gesamten Phasen ubergangsbereich 0 <   0:65
eine Gibbskonstruktion (n aheres zur Gibbskonstruktion siehe sp ater) beste-3.2. QUARKSTERNE 123
hend aus einer selbstgebundenen Fl ussigkeitsphase (Phase 1) und dem qua-
sifreien Quarkgas (Phase 2).
HCM
=0
=0.5
=1
Abbildung 3.23: Zustandsgleichung: Druck P als Funktion der Energiedichte
. Bedeutung der unterschiedlichen Kurven wie in Abb. 3.22.
Im Phasen ubergangsbereich koexistieren beide Phasen nebeneinander und
k onnen im allgemeinen einzeln Ladung tragen, wobei die Gesamtladung ver-
schwindet. Die Gesamtladung beider Phasen und deren gesamte Barionen-
dichte sind wie folgt deniert

(1)
Q + (1   )
(2)
Q = 0 (3.36)
B = 
(1)
B + (1   )
(2)
B ; (3.37)
wobei  der Volumenanteil der dichteren Fl ussigkeitsphase (Phase 1) ist und

(k)
B und 
(k)
Q (k=1,2) die Barionen und Ladungsdichte der einzelnen Phasen124 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
beschreibt. Die Gibbs'schen Phasenbedingungen im Koexistenzgebiet lauten:
P
(1) = P
(2) ; (3.38)

(1)
B = 
(2)
B ; (3.39)

(1)
Q = 
(2)
Q (3.40)
In den folgenden Rechnungen vernachl assigten wir Energie- und Druckkor-
rekturen die durch die Ober
 achenspannung der Fl ussigkeitsphase, oder den
Coulombeekten aufgrund der Einzelladungen der Phasen, resultieren. Die
Zustandsgleichung und somit die generellen Eigenschaften der resultieren-
den kompakten Sterne werden durch diese Vereinfachung nur unwesentlich
ge andert (siehe [30]). Diese vernachl assigten Eekte haben jedoch enormen
Ein
uss auf die geometrische Struktur der gemischten Phase (siehe [15, 73])
und die Teilchen-Transport Eigenschaften innerhalb der Sterne.
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Abbildung 3.24: Druck P als Funktion der barionischen Dichte B=0 f ur
zwei unterschiedliche Gr oen der relativen Vektorkopplung . Die durchge-
zogenen Kurven stellen die Zustandsgleichung dar, falls ein Fl ussigkeits-Gas
Phasen ubergang in die Rechnungen durch eine Gibbs-Konstruktion mitein-
bezogen wird. Die gestrichenen Kurven stellen Rechnungen ohne eine Mit-
einbeziehung einer gemischten Fl ussigkeits-Gas Phase dar.3.2. QUARKSTERNE 125
Abb. 3.24 zeigt die Zustandsgleichung ( = 0;0:5) mit und ohne Gibbs-
konstruktion. Die durchgezogenen Kurven beschreiben die Zustandsgleichung
nach Gibbskonstruktion, wohingegen die unterbrochenen Kurven die Zu-
standsgleichung der in Abb. 3.22 und 3.23 dargestellten Resultate ohne ge-
mischte Phase darstellen. Durch die Gibbskonstruktion verschwinden die ne-
gativen Dr ucke bei  = 0, so dass der Druck im Koexistenzgebiet "so gut
wie" linear ansteigt.
Die relativen Teilchenh augkeiten i=B als Funktion der barionischen
Dichte B sind in Abb. 3.25 dargestellt.
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Abbildung 3.25: Relative Quarkdichten f=B (f = u;d;s) als Funktion der
barionischen Dichte B=0 f ur zwei unterschiedliche Gr oen der relativen Vek-
torkopplung .
Bei  = 0 ist die Materie f ur Dichten B  4:30 lediglich aus up und
down Quarks zusammengesetzt (mit geringen Beimischungen von Elektro-
nen), wobei auf ein up Quark ca. zwei down Quarks kommen. Bei h oheren
Dichten (B > 4:30) ist es f ur das System energetisch g unstiger den "Fermi-
topf" der massiven s-Quarks zu  onen, so dass bei zunehmender Dichte im-126 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
mer mehr d-Quarks in s-Quarks zerfallen. Aufgrund des positiven, vektoriell
bedingten Zusatzterms in den chemischen Potentialen i der Quarks wird es
bei nichtverschwindender vektorieller Kopplung ( > 0) schon bei geringe-
ren Barionendichten m oglich Seltsamkeit im System entstehen zu lassen. Bei
 = 1 treten seltsame Quarks schon bei Barionendichten B  20 auf.
Der Grad der Seltsamkeit der Materie rs ist durch den folgenden Ausdruck
deniert:
rs =
jSj
3B
=
s
u + d + s
(3.41)
Eigenschaften der seltsamen Quark Sterne
Um die Eigenschaften von Quarksternen zu berechnen nehmen wir zun achst
an, dass der Stern sph arische Symmetrie hat, nichtrotiert und auch keine
radialen Oszillationen aufweist. Auerhalb des Sterns benutzen wir somit die
Schwarzschildmetrik, innerhalb die TOV-Gleichungen (siehe Kapitel 2). Im
Parameterbereich 0    0:65 verwenden wir die NJL-Zustandsgleichung
mit Gibbskonstruktion, bei h oheren Vektorkopplungen war dies nicht n otig.
Es zeigte sich jedoch in den Rechnungen, dass die resultierenden Eigenschaf-
ten der Quarksterne nur gering davon abh angen, ob eine Gibbskonstruktion
durchgef uhrt wurde oder nicht.14 F ur sehr geringe Dichten am Rand des
Sterns ( < drip = 4:3  1011 g/cm3) verwendeten wir die Krustenzustands-
gleichung von Baym, Pethick und Sutherland (siehe [49]).
In Abb. 3.26 ist die gravitative Gesamtmasse M der Quarksterne als
Funktion der zentralen barionischen Dichte c f ur  = 0;0:5;1 aufgetragen
und in Beziehung zu denen im chiralen Model (HCM) berechneten Neutro-
nensterndaten aufgetragen.
14Der Grund liegt einerseits daran, dass die Gibbskonstruktion nur bei kleinen  zum
Tragen kommt, und andererseits bei selbstgebundenen Zustandsgleichungen ( < 0:3) die
Gravitationskraft im Stern selbst eine maxwellartige Konstruktion durchf uhrt, die der
Gibbskonstruktion  ahnelt, und durch einen Dichtesprung im Stern realisiert wird.3.2. QUARKSTERNE 127
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Abbildung 3.26: Gravitative Masse M=M in Abh angigkeit von der zentralen
barionischen Dichte c=0. Die beiden oberen Kurven beschreiben Neutronen-
sterne im chiralen Modell (mit und ohne Hyperonen); die drei unteren Kur-
ven stellen Quarksterne im NJL-Modell dar, wobei der Parameter  variiert
wurde.
Man erkennt deutlich, dass bei zunehmender Vektorkopplung die maximal
m oglichen Massen der Quarksterne ansteigen. W ahrend bei  = 0 nur Quark-
sterne unterhalb einer Masse von 1:23M m oglich sind, sind bei  = 0:5 schon
Massen von 1:43M und bei  = 1 sogar von 1:6M m oglich. Die Obergrenze
der maximal m oglichen barionischen Dichte sinkt dagegen bei zunehmendem
 ( = 0 : max
c = 9:230; = 0:5 : max
c = 9:090; = 1 : max
c = 7:840).
Abb. 3.27 stellt den berechneten Quarksternradius als Funktion der gra-
vitativen Masse dar. Bei verschwindender Vektorkopplung haben die Quark-
sterne den geringsten Radius 7:4 km  R  8:5 km. Aufgrund des selbstge-
bundenen Verhaltens der Zustandsgleichung (siehe Abb. 3.22 und 3.23) wird
hier der kleinst m ogliche Radius Rmin nicht beim maximalen Massenstern
Mmax = 1:23M; RMmax = 8:4 km erreicht, sondern bei einer vergleichsweise128 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
geringen Masse (MRmin = 0:23M; Rmin = 7:4 km). F ur noch kleinere Ge-
samtmassen bzw. noch kleinere zentrale Dichten nimmt die Ausdehnung der
Kruste des Sterns extrem zu, so dass der Radius des Sterns enorm anw achst.
Solche Sterne besitzen einen kleinen deconneten Quarkkern umgeben von
einer weit ausgebreiteten Kruste. Diese Kruste kann sich bis zu mehreren
hundert Kilometer ausdehnen, so dass man sie als "Seltsame Zwerge" be-
zeichnet [15].
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Abbildung 3.27: Sternradius R in Abh angigkeit der gravitative Masse M=M.
Bedeutung der Kurven wie in Abb. 3.26. Die Kurve mit der Bezeichnung 'no
crust' beschreibt das Verhalten nackter Quarksterne ohne Kruste ( = 0).
Vernachl assigt man die Quarksternkruste, so wird die Untergrenze der Ra-
diusbeschr ankung aufgrund der Selbstgebundenheit der Materie vollst andig
aufgehoben (siehe Abb. 3.27 "no crust"). In solch einem Modell ist der  Uber-
gang von mikroskopisch selbstgebundener Quarkmaterie hin zu makrosko-
pischen Quarksternen kontinuierlich; f ur kleine Radien gilt die Beziehung
M  R3. Bei ansteigender Vektorkopplungskonstante ( = 0:5;1) steigt ne-
ben der Masse auch der Radius des Sterns an. Bei  = 0:5 sind alle Quarkster-3.2. QUARKSTERNE 129
ne unterhalb eines minimalen Radius Rmin = 9:5 km instabil, bei  = 1 wird
diese Stabilit atsgrenze schon bei Rmin = 11:2 km erreicht. Vergleicht man
die erzielten Resultate mit denen von Neutronensternen (siehe Abb. 3.27,
HCM) so erkennt man, dass je gr oer man  in den Quarksternrechnungen
w ahlt, desto mehr  ahneln sich die Eigenschaften der Quarksterne denen von
Neutronensternen. In Abb. 3.28 sind die Dichtenprole der Maximalmassen-
Sterne f ur  = 0;0:5;1 im NJL Modell im Vergleich zu dem Dichteprol des
Maximalmassen-Sterns im HCM (mit Hyperonen) dargestellt.
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Abbildung 3.28: Prole der barionischen Dichte B(r)=0 der 'maximalen
Massen Sterne' im hadronischen chiralen Modell (mit Hyperonen) und im
NJL-Quarkmodell ( = 0;0:5;1).
Der kompakteste Stern ist der selbstgebundene Quarkstern mit  = 0.
Die barionische Dichte dieses Stern besitzt im Zentrum einen Wert von
B = 9:20 und f allt am Sternrand sprungartig ab15. Bei ansteigender Vek-
15Bei genauer Betrachtung besitzt dieser Dichtesprung kein diskontinuierliches Verhal-
ten, sondern er stellt aufgrund der verwendeten Gibbskonstruktion ein kontinuierliches
aber extrem schnelles Abfallen dar.130 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
torkopplung tendieren die Quarksterne dazu weniger kompakt zu werden;
ihre zentrale Dichte sinkt und ihr Radius nimmt zu. Aufgrund der Gibbs-
konstruktion bei  = 0:5 sinkt die barionische Dichte am Sternrand relativ
schnell, weit jedoch im Gegensatz zu  = 0 kein Sprung- ahnliches Verhalten
auf. Bei dem Vergleich der Dichteprole der Quarksterne mit dem Neutronen-
sternmodell HCM stellen wir ebenfalls fest: Je gr oer  desto mehr gleichen
sich die Eigenschaften der Quarksterne an Neutronenstern-Eigenschaften an.
Die Zusammensetzung der Quarksternmaterie im NJL Modell h angt eben-
falls signikant von der Gr oe der Vektorkopplung ab.
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Abbildung 3.29: Seltsamkeitsverh altnis rS im Sternzentrum als Funktion der
barionischen Dichte B=0 im NJL-Modell f ur drei unterschiedliche Werte
von . Die 'gestrichen-gepunktete' Kurve stellt rS f ur das HCM dar. Die
Kreise markieren die maximalen Sternmassen der jeweiligen Modelle.
In Abb. 3.29 ist das Seltsamkeitsverh altnis rs (siehe Gleichung 3.41) als
Funktion der barionischen Dichte f ur  = 0;0:5;1 im NJL Modell darge-3.2. QUARKSTERNE 131
stellt und mit dem HC-Modell verglichen. Wie bereits in Abb. 3.25 dar-
gestellt erkennt man, dass die Grenzdichte des Erscheinens von seltsamen
Quarks stark von dem Kopplungsparameter  abh angt. Erst bei sehr hohen
Dichten (B  130) wird die Gr oe der Vektorkopplung unwichtig f ur den
Wert des Seltsamkeitsverh altnisses rs. Im Limes B ! 1 strebt rs f ur al-
le m oglichen Werte von  gegen 1=3, was bedeutet, dass die Quarkmaterie
zu gleichen Teilen aus up-, down- und strange Quarks zusammengesetzt ist.
Der Grund f ur dieses Verhalten liegt darin, dass bei solch hohen Dichten
die Unterschiede in den nackten Massen der Quarks unwichtig werden und
die SU(3)-Flavour Symmetrie eektiv restauriert wird. Aufgrund der Stabi-
lit atsgrenze bei den Maximalmassen-Sternen existiert eine Oberschranke des
Seltsamkeitsverh altnisses rs (markierte Punkte in Abb. 3.29). W ahrend bei
 = 0 der Maximalmassen-Stern in seinem Zentrum ein Seltsamkeitsverh alt-
nis von rs = 0:25 besitzt, weit der Maximalmassen-Stern mit  = 1 in
seinem Zentrum einen Wert von rs = 0:29 auf. Gr oere Werte von rs sind
aus Stabilit atsgr unden nur in Kollapsszenarien m oglich. Das Seltsamkeits-
verh altnis von Neutronensternmaterie im HCM besitzt starke Unterschiede
zu dem dargestellten Quarkstern Modell. Seltsamkeit in Form von hyperoni-
schen Teilchen entstehen im HCM oberhalb einer Dichte von B = 2:60. Das
Seltsamkeitsverh altnis rs steigt jedoch im Vergleich zum NJL Modell weniger
stark an, so dass lediglich der Wert rs = 0:12 im Zentrum maximal erreichbar
ist. Die totale Anzahl von seltsamen Quarks innerhalb eines Quarksterns be-
rechnet sich durch das Volumenintegral der seltsamen Teilchendichte s  uber
das gesamte Sternvolumen
Ns =
Z
p
 g s u
0 dV = 4
Z R
0
r
2 s p
1   2m(r)=r
dr ; (3.42)
wobei u0 die Zeitkomponente der Vierergeschwindigkeit der Materie und m(r)
die gravitative Masse beim Radius r darstellt.
In Abb. 3.30 ist das Verh altnis der Anzahl der seltsamen Quarks Ns zur
gesamten Barionenanzahl NB (NB = 3NQ) als Funktion der gravitativen
Gesamtmasse M dargestellt.132 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.30: Totale Anzahl von seltsamen Quarks NS im Stern geteilt
durch die totale Anzahl von Barionen (NB = 3NQ) als Funktion der gravi-
tativen Masse M=M.
Die gr oten Werte f ur Ns=NB werden bei den Maximalmassen-Sternen
erzielt, wobei die Ergebnisse eine deutliche Abh angigkeit von der Vektor-
kopplungskonstante zeigen.
Vergleiche mit anderen Quark Modellen
In diesem Unterkapitel vergleichen wir die im NJL-Modell berechneten Ma-
terie und Sterneigenschaften mit zwei weiteren Quark Modellen.
Das wohl einfachste Quark Modell stellt das MIT-Bag Modell dar. Es be-
schreibt die Quarkmaterie als ein freies Fermi-Gas bestehend aus up, down
und strange Quarks, das durch einen zus atzlichen Vakuumsdruck abgeschlos-
sen ist. Die zur Abschlieung erforderliche zus atzliche Energie wird durch die
'Bag-Konstante' B parametrisiert. Die Energiedichte und der Druck von kal-
ter (T  0) Quarkmaterie in diesem Modell besitzt die folgende einfache3.2. QUARKSTERNE 133
Form

Q =
X
f=u;d;s
f
22
Z k
f
F
0
k
2
q
m2
f + k2 dk + B ; (3.43)
P
Q =
X
f=u;d;s
f
62
Z k
f
F
0
k4
q
m2
f + k2
dk   B ; (3.44)
wobei p
f
F =
q
2
f   m2
f der Fermiimpuls der Quarks mit Flavour f ist. Der
Degenerationsfaktor der einzelnen Quarks ist f = 2(Spin)  3(Farbe) = 6
und die Quarkmassen w ahlten wir wie folgt: mu = 5 MeV, md = 10 MeV
und ms = 150 MeV. Um Quarksternmaterie zu beschreiben f ugten wir dem
System wieder leptonische Teilchen hinzu und berechneten alle Eigenschaften
unter der Nebenbedingung der Ladungsneutralit at im -Gleichgewicht.
Neben dem MIT-Bag Modell berechneten wir auch die Quarkmaterie und
Sterneigenschaften im 'Massiv-Quasi-Particle' Modell (MQM).
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Abbildung 3.31: Druck P der Materie innerhalb von Quarksternen als Funk-
tion der Energiedichte .134 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
In den Abbildungen 3.31 und 3.32 sind die Zustandsgleichungen des MIT-
Bag Modells und des MQM f ur unterschiedliche Parameterwerte der Modelle
dargestellt. Der Druck P als Funktion der Energiedichte  im MIT-Bag Mo-
dell zeigt ein lineares Verhalten. Eine Vergr oerung des Bag-Parameters B
bewirkt eine Verschiebung der Gerade in  P Richtung. Bei geringen Energie-
dichten erh alt man einen negativen Druck, was den selbstgebundenen Cha-
rakter der Quarkmaterie ausdr uckt.
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Abbildung 3.32: Druck P als Funktion der entsprechenden Barionendichte
=0.
Im MQM entstehen keine negativen Dr ucke und das Verhalten der Zu-
standsgleichung P() hat eine nichtlineare Eigenschaft. Durch Erh ohung des
Parameter 
 macht man die Zustandsgleichung des MQM steifer. Vergleicht
man die beiden Modelle miteinander, so erkennt man deutliche qualitative
Unterschiede, die innerhalb der unterschiedlichen Ans atze der Modelle ver-
ankert sind.
Zum Vergleich ist in Abb. (3.33, links) die Zustandsgleichung des NJL Mo-
dells f ur drei unterschiedliche Vektorkopplungsparameter  veranschaulicht.
Bei verschwindender Vektorkopplung  = 0 zeigt die Zustandsgleichung ein
selbstgebundenes Verhalten, was dem MIT-Bag Modell  ahnelt. Das ver ander-3.2. QUARKSTERNE 135
te Steigungsverhalten bei ca. 50 ist bedingt durch das Entstehen von selt-
samen Quarks im System, was die Zustandsgleichung weicher macht. Mit
steigender Vektorkopplung wird die Zustandsgleichung weicher und verliert
ihr selbstgebundenes Verhalten; sie  ahnelt dann eher dem MQM.
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Abbildung 3.33: Rechts: Druck P als Funktion der entsprechenden Barionen-
dichte =0 im NJL Modell. Links: Bindungsenergie E=B als Funktion der
entsprechenden Barionendichte =0.
Die Bindungsenergie der Quarks in den jeweiligen Modellen (Abb. 3.34
und Abb. 3.33 rechts) spiegelt die Eigenschaft der Ungebundenheit und
Selbstgebundenheit nochmals wieder. W ahrend im MIT-Bag Modell stets
ein Bindungsminimum auftritt, tritt dies im NJL Modell nur bei  = 0 auf,
wohingegen kein Minimum im MQM erscheint.
Die relativen H augkeiten der Quark
avoursorten sind in Abb. 3.35 als
Funktion der entsprechenden Barionendichte =0 aufgetragen. W ahrend im
MIT-Bag Modell die relativen Quark-Zusammensetzungen nicht vom Bag
Parameter abh angen, zeigen die anderen betrachteten Modelle eine starke
Ver anderung in den Teilchenzusammensetzungen bei Variation der jeweiligen
Parameter der Modelle.136 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.34: Bindungsenergie E=B als Funktion der entsprechenden Ba-
rionendichte =0.
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Abbildung 3.35: Relative Quark-Zusammensetzungen als Funktion der ent-
sprechenden Barionendichte =0.3.2. QUARKSTERNE 137
Die entsprechenden Eigenschaften der Quarksterne der Modelle sind in
den folgenden Abbildungen dargestellt. In Abb. 3.36 ist die gravitative Masse
als Funktion der zentralen Dichte im Sterninneren abgebildet.
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Abbildung 3.36: Links: Gravitative Masse der Quarksterne als Funktion
der zentralen Energiedichte c im Stern (NJL:  = 0;0:5;1, MIT-Bag:
B1=4 = 170;190;210 MeV, MQM: 
 = 1;1:5). Rechts: Gravitative Masse
der Quarksterne als Funktion der entsprechenden zentralen Barionendichte
c im Stern.
Im MIT-Bag Modell sinkt die maximale Masse Mmax mit steigendem Bag-
Parameter B. Dies ist einfach zu verstehen, da bei steigendem Bag Parameter
mehr Materie in den selbstgebundenen Zustand  ubergeht, so dass schon bei
kleineren Gravitationsfeldst arken der Stern instabil wird und kollabiert. Bei
stabilen Sternen wird bei gr oerem Bag Parameter weniger Gravitationsener-
gie ben otigt um den Stern zu stabilisieren. Im MQM sind die Eigenschaften
der Quarksterne f ur die Parameterwerte 
 = 1;1:5 dargestellt. Die maximale
Masse wird in diesem Modell bei sinkendem Parameter 
 stark verringert,
wobei die m ogliche zentrale Dichte sich extrem erh oht. Der Grund liegt hier in
dem sehr soften Verhalten der Zustandsgleichung bei kleinen 
-Werten (siehe
Abb. 3.31). Das NJL Modell verringert ebenfalls aufgrund dieser Eigenschaft138 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
der Zustandsgleichung seine maximale Masse bei sinkendem -Wert.
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Abbildung 3.37: Quarksternradius R als Funktion der gravitativen Gesamt-
masse M=M.
Der Radius der Sterne ist in Abb. 3.37 als Funktion der Sternmasse dar-
gestellt. Um den selbstgebundenen Charakter der Quarksterne im Vergleich
zu den nicht selbstgebundenen Sternen zu verdeutlichen, vernachl assigten
wir bei den Berechnungen die Ein
 usse einer  aueren Kruste der Quarkster-
ne, so dass die selbstgebundenen Quarksterne f ur M ! 0 die Eigenschaft
R ! 0 besitzen. Man erkennt, dass bei geeigneter Parameterwahl Quark-
sterne auch relativ groe, Neutronenstern  ahnliche Eigenschaften besitzen
k onnen (NJL:   0:5, MIT-Bag: B1=4  150 MeV, MQM: 
  1:25). An-
hand einer astrophysikalische Radiusmessung eines Quarksterns k onnte man
die derzeitige Unbestimmtheit der jeweiligen teilchenphysikalischen Quark-
modelle stark einschr anken.3.3. HYBRIDE STERNE 139
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Abbildung 3.38: Anscheinender Quarksternradius R1 als Funktion der gra-
vitativen Gesamtmasse M=M.
Da optische Beobachtungen des Sternradius  uber die Temperatur der
Sterne indirekt bestimmt werden k onnen (siehe Anhang C), die empfangenen
elektromagnetischen Wellen jedoch gravitativ rotverschoben sind, geben wir
hier ebenfalls den Radius R1 an, der sich aus der Temperatur T1 gemessen
von einem unendlich entfernten Beobachter anscheinend ergibt
R1 =
R
p
1   2M=R
: (3.45)
3.3 Hybride Sterne
Hybride Sterne sind kompakte Sterne, die teilweise aus coneneter hadroni-
scher Materie und teilweise deconneter Quarkmaterie bestehen. Im Inneren140 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
der Sterne vollzieht sich ein Phasen ubergang erster Ordnung, der im all-
gemeinen die Gibbs'sche Phasenbedingungen erf ullt. Abweichungen von der
Gibbs'schen Phasen ubergangskonstruktion k onnen durch Ober
 achenspan-
nungen und coulomb'sche 'Screaning'-Eekte entstehen. Die Miteinbeziehung
dieser Eekte in die Phasenkonstruktion verschiebt die Gibbs'schen Resultate
hin zu einer maxwellartigen Konstruktion. Der in der Natur realisierte Pha-
sen ubergang wird sich zwischen diesen beiden idealisierten Konstruktionen
(Gibbs und Maxwell) aufhalten.
Eigenschaften von hybriden Sternen im chiralen SU(3)
{ MIT-Bag Modell
Wir realisierten die Konstruktion eines hybriden Modells der Sternmaterie,
indem wir einen Phasen ubergang zwischen einem hadronischen Modell (hier
das CHM mit Hyperonen) und einen Quarkmodell (hier das MIT-Bag Mo-
dell) erzeugten. Im folgenden wird zun achst die Gibbs Konstruktion des Pha-
sen ubergangs dargestellt.
Gibbs-Konstruktion des Quark-Hadron Phasen uberganges
Im Gegensatz zur Maxwellkonstruktion eines Phasen uberganges existiert bei
einer Gibbskonstruktion ein Phasen ubergangsbereich einer gemischten Pha-
se (Mixed Phase: MP). Innerhalb dieser gemischten Phase koexistieren beide
Phasen nebeneinander, so dass sich, abh angig von dem jeweiligen Dichte-
bereich ein gewisser Anteil der Materie im hadronischen Zustand und im
deconenten Quarkzustand bendet. Die einzelnen Phasen in diesem  Uber-
gangsbereich k onnen elektrisch geladen sein, wohingegen die gesamte elek-
trische Ladungsdichte e in der gemischten Phase in jedem Dichtebereich
des Sterns verschwinden muss, so dass der Stern als Ganzes keine elektri-
sche Ladung besitzt. Der Druck der hadronischen Materie P H muss in der
gemischten Phase gleich dem Druck der Quarkmaterie P Q sein, wohinge-
gen sich die Teilchen- und Energiedichten (H;Q und H;Q) unterscheiden
k onnen. Da die Ladungsneutralit at der einzelnen Phasen nun aufgehoben ist,
ist der Druck abh angig von den zwei unabh angigen chemischen Potentialen
B und e. Die Gibbs'sche Phasenbedingung bei T = 0 in der MP lautet wie3.3. HYBRIDE STERNE 141
folgt:
P
H(B;e) = P
Q(B;e); (3.46)
B = 
H
B = 
Q
B ; (3.47)
e = 
H
e = 
Q
e (3.48)
Die chemischen Potentiale der einzelnen Teilchen i setzen sich im -Gleichgewicht
wie folgt zusammen
i = BiB + Qie ; (3.49)
wobei Bi die Barionenzahl des Teilchens i ist, und Qi die Ladung des i-ten
Teilchens in Einheiten der Elektronenladung e beschreibt. Wiederum k onnen
Neutrinos aufgrund ihrer groen freien Wegl ange dem Stern entweichen und
die Seltsamkeitserhaltung ist verletzt. Die chemischen Potentiale der einzel-
nen Quarks lauten demnach
u =
1
3
(B   2e)
d = s =
1
3
(B + e) : (3.50)
Die gemittelte Energie- und Teilchendichte (;B) in der gemischten Phase
denieren wir wie folgt:
 = (1   )
H(B;e) + 
Q(B;e); (3.51)
B = (1   )
H
B(B;e) + 
Q
B(B;e); (3.52)
wobei  = VQ=V der Volumenanteil der Quarkphase ist. Die globale La-
dungserhaltung in der gemischten Phase wird wie folgt formuliert
e := (1   )
H
e (B;e) + 
Q
e (B;e) = 0: (3.53)
In Abb. 3.39 ist das Prinzip einer Gibbskonstruktion eines Hadron-Quark
Phasen uberganges zwischen dem CHM mit Hyperonen (hadronische Pha-
se) und dem MIT-Bag Modell (B1=4 = 180 MeV) dargestellt. Der Druck
der hadronischen Materie P H(B;e) ist als transparente Fl ache veranschau-
licht. Punkte auf dieser Fl ache beschreiben hadronische Materie, die im all-
gemeinen elektrisch geladen ist. Durch Miteinbeziehung der Nebenbedingung142 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
der Ladungsneutralit at innerhalb der hadronischen Phase, reduziert man die
Freiheitsgrade des Systems, so dass sich eine spezielle Kurve auf der Fl ache
ergibt. Diese Kurve beschreibt nun ladungsneutrale Neutronensternmaterie
(siehe Abb. 3.39, Kurve unterhalb von Punkt 'C').
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Abbildung 3.39: Gibbskonstruktion des Hadron-Quark Phasen uberganges:
Druck
 ache der hadronischen Phase im CHM mit Hyperonen (transparente
Fl ache) und der Quarkphase im MIT-Bag Modell mit B1=4 = 180 MeV in
Abh angigkeit ihrer zwei unabh angigen chemischen Potentiale. Die Kurve auf
den Fl achen beschreibt ladungsneutrale Sternmaterie. Die Markierung 'C'
stellt den Beginn und 'D' das Ende der gemischten Phase (MP) dar.
Die Druck
 ache der Quarkphase P Q(B;e) ist ebenfalls in Abb. 3.39
dargestellt. Die hadronische Fl ache P H schneidet die Quark
 ache P Q und
deniert dadurch eine Schnittfunktion. An dem Punkt, wo diese Schnitt-
funktion die Kurve der ladungsneutralen Neutronensternmaterie schneidet
(Punkt 'C' in Abb. 3.39) beginnt die gemischte Phase MP. Ist der Druck des
Systems kleiner als der entsprechende Druck am Punkt 'C', so ist die Materie3.3. HYBRIDE STERNE 143
ausschlielich aus ladungsneutraler hadronischer Materie zusammengesetzt,
da dann der Druck der hadronischen Phase stets gr oer ist als der der Quark-
phase; die hadronische Phase ist stabiler. Steigt der Druck jedoch  uber den
entsprechenden Druck am Punkt 'C', so setzt sich die Materie anteilig aus
Hadronen und Quarks zusammen und beschreitet die Schnittkurve beider
Fl achen. Die Gesamtladung ist stets Null, wobei die hadronische Phase nega-
tiv und die Quarkphase positiv geladen ist. Der Volumenanteil  der Quarks
erh oht sich stetig, bis er schlielich am Punkt 'D' den Wert  = 1 besitzt.
An diesem Punkt endet die gemischte Phase, da die Materie bei weiterer
Druckerh ohung sich ausschlielich aus deconneter ladungsloser Quarkmate-
rie zusammensetzt. Die geometrischen Strukturen, die aufgrund von Ober-

 achenspannungen, Coulomb- und Screaningeekten entstehen k onnen, wer-
den bei dieser Behandlung vernachl assigt.
In der Abb. 3.40 ist die Auswirkung der  Anderung der Bag-Konstante
B auf die Phasen ubergangskonstruktion untersucht. Bei Erh ohung der Bag-
Konstante auf B1=4 = 190 MeV verschiebt man den Beginn und das Ende der
gemischten Phase zu h oheren Dr ucken und dehnt gleichzeitig der MP-Bereich
aus, da die Erh ohung der Bag-Konstante eine Verschiebung der Quark
 ache
zu h oheren Dr ucken hin bewirkt. Bei B1=4 = 200 MeV ist die Quark
 ache
soweit verschoben, dass schon hyperonische Teilchen in der reinen hadro-
nischen Phase entstehen, bevor die gemischte Hadron-Quarkphase beginnt.
Dies erkennt man an der  Anderung des Verhaltens der ladungsneutralen Kur-
ve auf der hadronischen Fl ache. Bei B1=4 = 210 MeV existiert zwar noch eine
Schnittkurve beider Fl achen; diese schneidet jedoch nicht mehr die ladungs-
neutrale Kurve der hadronischen Phase. Man kann daraus folgern, dass f ur
B1=4  210 MeV keine sinnvolle Gibbskonstruktion mehr m oglich ist, und
die hadronische Phase bei solch hohen Bag-Konstanten stets stabiler ist als
die Quarkphase.16
16Genauer betrachtet tritt diese Eigenschaft schon bei B1=4  205 MeV auf.144 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.40: Auswirkung der  Anderung der Bag-Konstante B auf die
Phasen ubergangskonstruktion zwischen dem CHM und dem MIT-Bag Mo-
dell (CHM-Bag).3.3. HYBRIDE STERNE 145
Zustandsgleichung und Teilchenkompositionen
Abb. 3.41 zeigt die Zustandsgleichungen P(B=0) und P() im global neu-
tralen, hybriden CHM-Bag Modell f ur unterschiedliche Werte der Bag Kon-
stanten. Man erkennt deutlich den Beginn der gemischten Phase durch ein
'softer werden' der Zustandsgleichung. Am Ende der gemischten Phase wird
die Zustandsgleichung wieder 'steifer' und die reine Quarkphase beginnt. Wie
schon in Abb. 3.40 gezeigt wurde, verschiebt man den Beginn der gemischten
Phase hin zu h oheren Dichten, indem man die Bag Konstante B erh oht.
B>210
B=200
B=190
B=180
B=170
B>210
B=200
B=190
B=180
B=170
Abbildung 3.41: Zustandsgleichungen des CHM-Bag Modells (B1=4 =
170;180;190;200;210 MeV).
Die jeweiligen Teilchenkompositionen der Modelle sind in den Abbildun-
gen 3.42 - 3.44 dargestellt.
Im CHM-Bag170 (hybrides Modell mit hadronischer CHM-Phase und
MIT-Bag Quarkphase mit B1=4 = 170 MeV) beginnt die gemischte Phase
schon bei B  1:20. Die Materie in der rein hadronischen und gemisch-
ten Phase enth alt keine hyperonischen Teilchen. Im Laufe der gemischten
Phase werden die leptonischen Teilchen (e ; ) nach und nach durch die
negativ geladenen Quarks (d;s) ersetzt. In der gemischten Phase kommt das
up-Quark weniger h aug vor als die anderen Flavorsorten. Der Grund hierf ur146 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
liegt in der Bevorzugung negativ geladener Teilchen aufgrund der Ladungs-
neutralit atsbedingung.
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Abbildung 3.42: Relative Teilchendichten im CHM-B170 Modell.
In der reinen Quarkphase (B  4:850) sind aufgrund der endlichen
Masse des seltsamen Quarks weniger s-Quarks vorhanden.
Das CHM-Bag180 Modell enth alt als einziges hyperonisches Teilchen das
-Hyperon, welches in der Mitte der gemischten Phase bei B  4:050
erscheint. Die negativen hyperonischen Teilchen (z.B.  ; ) treten nicht
auf, da sie genau wie die leptonischen Teilchen durch die negativ geladenen
Quarks kompensiert werden.
Im CHM-Bag190 Modell erscheinen ebenfalls lediglich die -Hyperonen
in der gemischten Phase. Im Gegensatz zum CHM-Bag180 Modell ist die
Teilchenkonzentration der -Hyperonen h oher, die gemischte Phase beginnt
sp ater (B  2:50) und dehnt sich weiter aus (2:50  B  11:10).
Bei B1=4 = 195 MeV treten Hyperonen bereits in der rein hadronischen
Phase auf. Hier erscheinen, wie im CHM  ublich das   und  Hyperon; das
  erscheint erst in der gemischten Phase. Bei Beginn der gemischten Phase
(B  3:10) nimmt die Konzentration der  -Teilchen und der Leptonen
schnell ab und die Ladungsneutralit at wird mageblich durch die Quarks3.3. HYBRIDE STERNE 147
realisiert. Die gemischte Phase endet erst bei B  13:50.
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Abbildung 3.43: Relative Teilchendichten im CHM-B180 und CHM-B190 Mo-
dell.
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Abbildung 3.44: Relative Teilchendichten im CHM-B195 und CHM-B200 Mo-
dell.
Im CHM-Bag200 Modell erscheinen die hyperonischen Teilchen ;  und148 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
  bereits in der rein hadronischen Phase. Die gemischte Phase beginnt erst
bei B  4:250 und dehnt sich weit  uber zwanzigfache normale Kerndichte
aus, so dass eine reine Quarkphase praktisch nicht realisiert wird. In der
gemischten Phase erscheinen weitere hyperonische Teilchen (0;0;+).
Wie bereits erw ahnt wurde, scheitert die Gibbs-Konstruktion des Hadron-
Quark Phasen uberganges CHM-Bag Modell, wenn man Bag-Konstanten gr oer
als B1=4 = 205 MeV w ahlt, so dass die Teilchenzusammensetzung f ur B1=4 
205 MeV gleich dem reinen CHM Modell zu setzen sind.
Eigenschaften der Hybridsterne
Die Eigenschaften der nichtrotierenden hybriden Sterne im CHM-Bag Mo-
dell erh alt man wiederum durch das Einsetzen der Zustandsgleichung in die
TOV-Gleichungen. Wir w ahlten zur Beschreibung der Kruste der Sterne die
in Kapitel 3.1 dargestellten Krustenzustandsgleichungen der  aueren und in-
neren Kruste.
B
1/4>205 MeV
B
1/4=190 MeV
B
1/4=185 MeV
B
1/4=180 MeV
B
1/4>205 MeV
B
1/4=190 MeV
B
1/4=185 MeV
B
1/4=180 MeV
Abbildung 3.45: Gravitative Masse M der hybriden Sterne als Funktion der
zentralen barionischen Teilchendichte c (links), bzw. als Funktion der zen-
tralen Energiedichte c (rechts).3.3. HYBRIDE STERNE 149
In Abb. 3.45 ist die gravitative Gesamtmasse M der hybriden Sterne als
Funktion der zentralen Dichten (c bzw. c) f ur unterschiedliche Bag Parame-
ter B dargestellt. Die durch Vierecke markierten Punkte kennzeichnen den
Beginn der gemischten Phase, wohingegen die Dreiecke das Ende der gemisch-
ten Phase im Zentrum der Sterne, bzw. den Anfang der reinen Quarkphase
kennzeichnen. Durch Erh ohung der Bag Konstante B vergr oert man den
Wert der maximalen Masse Mmax, welcher in den Abbildungen 3.45 und 3.46
durch einen Kreis gekennzeichnet ist.
Der Stern mit maximaler Masse im CHM-Bag180 Modell hat eine zentra-
le Dichte von max
c  1:71=fm3 und besitzt in seinem Zentrum einen reinen
Quarkkern umgeben von einer ausgedehnten gemischten Phase (siehe Abb.
3.47). Im CHM-Bag185 Modell dagegen besitzt der maximale Massenstern
lediglich einen kleinen reinen Quarkkern; wobei sich der Wert der Gesamt-
masse Mmax im Vergleich zum CHM-Bag180 Modell nur minimal vergr oert
hat. Die maximale Masse im CHM-Bag190 Modell hat sich dagegen merklich
vergr oert, wobei der maximale Massenstern keinen reinen Quarkkern besitzt
und somit lediglich aus rein hadronischer und gemischter Phase besteht.
B
1/4>205 MeV
B
1/4=190 MeV
B
1/4=185 MeV
B
1/4=180 MeV
CHM
Abbildung 3.46: Radius R des Sterns als Funktion seiner Gesamtmasse
M=M.150 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
In Abb. 3.46 erkennt man, dass die Kompaktheit der hybriden Sterne bei
Erh ohung der Bag Konstante B abnimmt; der Radius der hybriden Sterne
mit maximaler Masse sinkt, wenn man die Bag Konstante verkleinert.
B
1/4=190 MeV
B
1/4=185 MeV
B
1/4=180 MeV
Abbildung 3.47: Energiedichtenprole der hybriden Sterne mit maximaler
Masse im CHM-Bag Modell f ur drei unterschiedliche Bag Konstanten B.
In Abb. 3.47 sind die Energiedichtenprole der Sterne mit maximaler
Masse dargestellt. Man erkennt deutlich den Beginn der gemischten Phase
im Stern durch einen stark beschleunigten Anstieg der Dichte, wobei man das
Ende der gemischten Phase anhand der Sternprole nicht deutlich bestimmen
kann, da sich die Zustandsgleichung bei dem  Ubergang zur reinen Quarkphase
nicht drastisch ver andert. Der maximale Massenstern mit B1=4 = 180 MeV
besitzt einen reinen Quarkkern, der sich bis zu einem Radius von 4 Kilometer
ausdehnt, dann beginnt die gemischte Phase, die bei R  7 km endet. Sie
ist ihrerseits umgeben von einer rein hadronischen Phase und der Kruste des
Sterns. Bei B1=4 = 185 MeV ist der reine Quarkkern auf einen Radius von
R  1:8 km geschrumpft. Der innere Kern bei B1=4 = 190 MeV besteht
dagegen nur aus einer gemischten Phase, die sich bis zu einem Radius von
R  6 km ausdehnt.3.3. HYBRIDE STERNE 151
Maxwell-Konstruktion des Quark-Hadron Phasen uberganges
Das exakte Verhalten des Hadron-Quark Phasen uberganges h angt von vielen,
experimentell noch unbekannten Parametern ab (z.B. Ober
 achenspannun-
gen, Coulomb-Eekten, Screaning Eekten, geometrischen Strukturen inner-
halb der gemischten Phase). Die im vorigen Kapitel dargestellte Gibbskon-
struktion vernachl assigt all diese Eekte. Die Miteinbeziehung solcher Kor-
rekturen w urde im Prinzip das Verhalten der Zustandsgleichung und somit
die Sterneigenschaften beein
ussen. Sind die Ober
 achenspannungen zwi-
schen den jeweiligen Phasen relativ gro, so kann sogar die gemischte Phase
vollkommen verschwinden, so dass eine scharf denierte Grenze zwischen
der hadronischen und der Quarkphase erscheint. Man beschreibt dann den
Hadron-Quark Phasen ubergang mit Hilfe einer maxwell'schen Konstruktion.
Hier bleibt beim Phasen ubergang der Druck P und das barionische chemi-
sche Potential B konstant wobei die Dichten und das chemische Potential
der Ladung e beim Phasen ubergang diskontinuierlich springen.
CHM
B
1/4=200 MeV
B
1/4=190 MeV
B
1/4=180 MeV
B
1/4=170 MeV
Abbildung 3.48: Druck P als Funktion des barionischen chemischen Potenti-
als B.
In Abb. 3.48 sind die Funktionen P(B) des CHM und des MIT-Bag152 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Modells f ur unterschiedliche Bag Parameter dargestellt. Der maxwell'sche
Phasen ubergang vollzieht sich an dem Punkt, wo sich die ladungsneutralen
Funktionen P(B) der einzelnen Phasen schneiden. Man erkennt, dass sich
der Phasen ubergang bei steigender Bag Konstante hin zu h oheren Dichten
verschiebt. Eine Maxwellkonstruktion ist f ur B1=4  200 nicht mehr m oglich,
da es keinen Schnittpunkt mehr zwischen den Funktionen P(B) der einzel-
nen Phasen gibt; die hadronische Phase ist stets stabiler.
Die Sterneigenschaften der gravitativen Gesamtmassen und der Radien
sind in der Abbildung 3.49 dargestellt. F ur B1=4  178 MeV werden alle Ster-
ne nach Einsetzen des Phasen uberganges instabil und m ussen zu schwarzen
L ochern kollabieren, so dass innerhalb dieser Parameterwahl keine stabilen
hybriden Sterne m oglich sind. F ur B1=4  178 MeV sind dagegen hybride
Sterne m oglich. Die Sequenz der hadronischen Sterne ist von der der hybri-
den Sterne durch einen Instabilit atsbereich getrennt, wobei die Radien der
hybriden Sterne kleiner sind als die rein aus hadronischer Materie zusam-
mengesetzten.
unstable
CHM-Bag190
CHM-Bag180
CHM-Bag170
unstable
CHM-Bag190
CHM-Bag180
CHM-Bag170
Abbildung 3.49: Links: Gravitative Masse M=M der hybriden Sterne in
maxwell'scher Phasenkonstruktion als Funktion der zentralen Energiedichte
c. Rechts: Radius R als Funktion der gravitative Masse M=M.3.3. HYBRIDE STERNE 153
Das Auftreten solcher getrennter 'Familien' von Sternen ist bei anderen
Modellen auch in Gibbs'scher Phasenkonstruktion m oglich. Die zugeh origen
Sterne nennt man Zwillingssterne; sie werden sp ater ausf uhrlich beschrieben.
Hybride Sterne die mittels einer maxwell'schen Konstruktion beschrieben
sind, zeichnen sich durch einen Energiedichtesprung innerhalb des Sterns aus.
In Abb. 3.50 erkennt man deutlich diesen Sprung in der Energiedichte, der
die hadronische Phase streng von der Quarkphase trennt.
Abbildung 3.50: Drei Energiedichtenprole von hybriden Sternen im CHM-
Bag170 Modell in maxwell'scher Phasenkonstruktion.
Vergleiche mit anderen hybriden Modellen
In diesem Unterkapitel werden weitere hybride Modelle vorgestellt und die zu-
geh origen Sterneigenschaften zusammengefasst. In den folgenden Unterkapi-
teln wird zun achst die hadronische Phase, beschrieben durch das CHM beibe-
halten und der Phasen ubergang zu anderen Quarkmodellen untersucht. Da-
nach werden auch andere hadronische Modelle verwendet und ihr m oglicher
Hadron-Quark Phasen ubergang zu unterschiedlichen Quarkmodellen unter-
sucht.154 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Gibbs-Phasen ubergang vom CHM zum NJL-Modell
Der Hadron-Quark Phasen ubergang des chiralen hadronischen Modells mit
dem zuvor beschriebenen NJL-Quarkmodell ist nicht m oglich, da die Druck-

 achen P(B;e) der beiden Modelle keine Schnittkurve besitzen (siehe Abb.
3.51). Die hadronische Phase in der Umgebung der ladungsneutralen Kurve
des CHM ist stets stabiler als die Quarkphase, so dass keine Konstruktion
einer gemischten Phase m oglich ist.
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Abbildung 3.51: Unm oglichkeit der Konstruktion des Hadron-Quark Pha-
sen ubergang: Links sind die Druck
 achen P(B;e) des CHM und des NJL-
Modells ( = 0;0:5;1) dargestellt. Die Kurven auf den Fl achen sind die
entsprechenden ladungsneutralen Kurven der Modelle im -Gleichgewicht.
Rechts sind die Druck
 achen des CHM und des NJL( = 0) unter einem
anderen Blickwinkel abgebildet.
Es existiert lediglich ein, von den ladungsneutralen Kurven abgetrennter
Bereich einer Schnittfunktion des CHM mit dem NJL( = 0) Modell (siehe3.3. HYBRIDE STERNE 155
Abb. 3.51, rechts: P  350 MeV/fm3 und e  180 MeV). F ur das Stu-
dium von ladungsneutraler Materie in kompakten Sternen ist jedoch diese
Schnittmenge nicht von Bedeutung.
Gibbs-Phasen ubergang vom CHM zum SU(2)-NJL Modell mit Farb-
supraleitung
Die im vorigen Unterkapitel dargestellte Unm oglichkeit eines Hadron-Quark
Phasen ubergang des chiralen hadronischen Modells mit dem NJL-Quark Mo-
dell ist jedoch nicht universell, da diese Folgerung von dem gew ahltem Para-
metersatz der Modelle abh angt.
Im hier behandelten SU(2)-NJL Modell wurden strange Quarks vernachl assigt,
die up- und down- Quarks als masselos angenommen, vektorielle Austausch-
wechselwirkungen nicht betrachtet ( = 0) und die Lagrangedichte und die
zugeh origen Parameterwerte besitzen eine leicht abge anderte Form.17 Neben
dieser normalen, 2-Flavor Quarkmaterie (NQ-Phase), betrachteten Mei und
Shovkovy jedoch auerdem die Auswirkungen einer farbsupraleitenden Phase
(2SC-Phase) auf den Hadron-Quark Phasen ubergang.
Die drei Fl achen des Drucks P(B;e) des CHM, der normalen Quarkpha-
se NQ und der farbsupraleitenden 2SC-Phase sind in Abb. 3.52 dargestellt.
In diesem hybriden CHM{SU(2)-NJL- Modell ist eine Drei-Phasen Gibbs
Konstruktion eines Hadron-NQ-2SC{Phasen uberganges m oglich. Bei niedri-
gen Dr ucken bzw. Dichten (  220 MeV/fm3) besitzt die Materie eine rein
hadronische Zusammensetzung. F ur h ohere Dr ucke beginnt dann zun achst
eine gemischte Phase aus hadronischer und normaler Quarkmaterie (der Be-
ginn dieser gemischten CHM-NQ Phase ist in Abb. 3.52 mit dem Symbol 
markiert). Diese gemischten Phase bewegt sich bei steigender Dichte entlang
der Schnittfunktion der CHM- und NQ-Druck
 achen, wobei der Volumenan-
teil der hadronischen Phase stetig abnimmt. Die Schnittkurve der CHM- und
NQ-Druck
 achen trit am Punkt 4 auf die Druck
 ache der 2SC-Phase und
leitet somit eine Drei-Phasen Gibbskonstruktion ein. Der an diesem Punkt
noch vorliegende hadronische Volumenanteil (ca. 60 Prozent) geht apruppt
17F ur Details des verwendeten Modells verweise ich den Leser auf [34, 35] und wei-
terf uhrende Referenzen in diesen Artikeln.156 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
in die 2SC-Phase  uber, so dass sich ein Dichtesprung bei gleich bleibendem
Druck ergibt. Erh oht man den Druck noch weiter, so besteht die Materie aus
einer gemischten NQ-2SC-Phase mit ungef ahr gleichen Volumenanteilen.
0.325
0.35
0.375
0.4
m
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
me
0.02
0.04
0.06
0.08
P
0.325
0.35
0.375
0.4
m
￿
Ł
￿
￿
Ø
Œ
￿
￿
Ø
Abbildung 3.52: Drei-Phasen Gibbs Konstruktion eines Hadron-NQ-2SC{
Phasen uberganges im CHM{SU(2)-NJL- Modell. Die Fl ache des Drucks der
hadronischen CHM-Phase (rechts vorne bei niedrigen Dr ucken) schneidet die
Fl achen des Drucks der NQ-Phase (links vorne, rechts hinten) und der 2SC-
Phase (rechts vorne bei hohen Dr ucken).
In Abb. 3.53 ist die R uckseite der Abb. 3.52 und die entsprechenden la-
dungsneutralen Kurven der reinen NQ- und 2SC-Phase dargestellt. Da keine
dieser Kurven die Schnittfunktion der NQ-2SC-Druck
 achen schneidet, ist
das hybride CHM{SU(2)-NJL- Modell auch f ur sehr hohe Dr ucke stets aus
einer gemischten NQ-2SC-Phase zusammengesetzt.3.3. HYBRIDE STERNE 157
0.4
0.45
m
0.1
0.2
me
0.1
0.2
0.3
P
0.4
0.45
m
0.1
0.2
me
Abbildung 3.53: R uckseite der Abb. 3.52. Die Kurven auf den Fl achen stellen
die ladungsneutralen Funktionen der reinen NQ- und 2SC-Phase dar.
In Abb. 3.54 ist die Masse und der Radius der hybriden Sterne im CHM{
SU(2)-NJL- Modell dargestellt. Zum Vergleich sind die Eigenschaften der
reinen Quarksterne mit gemischter NQ-2SC{Phase im SU(2)-NJL- Modell
hinzugef ugt. Man erkennt in Abb. 3.54 (links) den kleinen Sprung der Ener-
giedichte bei Einsetzen der Drei-Phasen Gibbs-Konstruktion (gekennzeich-
net mit 4). Die mit den Symbolen 
 gekennzeichneten Punkte entsprechen
den zentralen Energiedichtenwerten, bei denen ein Erscheinen von seltsamen
Quarks im System erwartet wird. Da die dargestellten Ergebnisse auf einem
Quarkmodell ohne strange Quarks basieren, ist zu erwarten, dass sich die
Sterneigenschaften f ur hybride Sterne mit h oherer zentraler Energiedichte
bei Miteinbeziehung von strange Quarks noch  andern.
Die Energiedichtenprole der hybriden Sterne f ur vier unterschiedliche
zentrale Energiedichten c sind in Abb. 3.55 dargestellt. W ahrend der Stern
mit maximaler Masse und h ochster zentraler Energiedichte einen groen Kern
(R  8 km) aus farbsupraleitender Quarkmaterie besitzt, bestehen Sterne
mit geringer zentraler Energiedichte (c  220 MeV/fm3) in diesem Modell158 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
lediglich aus hadronischer Materie. Die farbsupraleitende NQ-2SC{Phase ist
im Stern durch einen Energiedichtesprung von der CHM-NQ{Phase getrennt.
quark star
hybrid star
quark star
hybrid star
Abbildung 3.54: Eigenschaften der hybriden Sterne im CHM{SU(2)-NJL-
Modell im Vergleich zu den im CHM{SU(2)-NJL- Modell berechneten Quark-
sternen mit NQ-2SC-Phase.
Abbildung 3.55: Energiedichtenprole der hybriden Sterne im CHM{SU(2)-
NJL- Modell.3.3. HYBRIDE STERNE 159
Gibbs-Phasen ubergang vom CHM zum MQM-Modell
Der Versuch eines Hadron-Quark Phasen uberganges vom CHM zum MQM
scheitert aufgrund der Nichtexistenz einer Schnittmenge der Druck
 achen
der einzelnen Modelle (siehe Abb. 3.56).
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Abbildung 3.56: Unm oglichkeit der Konstruktion des Hadron-Quark Pha-
sen ubergang. Dargestellt sind die Druck
 achen P(B;e) des CHM und des
MQM-Modells (links: 
 = 1;1:5, rechts: 
 = 1:5) .
Gibbs-Phasen ubergang von Walecka-Modellen zu unterschiedlichen
Quarkmodellen
Wir betrachten im folgenden den m oglichen Phasen ubergang von den im Un-
terkapitel 3.1 beschriebenen hadronischen Walecka-Modellen (NLZ, NLZYY,
TM1, TM1YY) zu den Quarkmodellen MIT-Bag, NJL und MQM.160 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.57: Druck
 achen P(B;e) des hadronischen NLZ-, NLZYY-
Modells und des MIT-Bag-Modells (B1=4 = 180;190 MeV).3.3. HYBRIDE STERNE 161
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Abbildung 3.58: Druck
 achen P(B;e) des hadronischen TM1-, TM1YY-
Modells und des MIT-Bag-Modells (B1=4 = 180;190 MeV).162 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
In Abb. 3.57 sind die Druck
 achen des NLZ-, NLZYY-Modells und des
MIT-Bag-Modells f ur B1=4 = 180;190 MeV dargestellt. Eine Gibbs Kon-
struktion eines Hadron-Quark Phasen uberganges ist in allen F allen m oglich.
Die im reinen NLZ-, NLZYY-Modell auftretenden Probleme der negativen
eektiven nukleonischen Massen treten im hybriden Modell mit B1=4  190
MeV nicht auf, da der Phasen ubergang vor dem Entstehen der negativen
Werte auftritt.
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Abbildung 3.59: Druck
 achen P(B;e) des hadronischen TM1YY-Modells
und des NJL-Modells ( = 0;1).
In Abb. 3.58 sind die Druck
 achen des TM1-, TM1YY-Modells und des
MIT-Bag-Modells f ur B1=4 = 180;190 MeV dargestellt. Eine komplikations-
lose Gibbs Konstruktion des Hadron-Quark Phasen uberganges ist nur f ur
B1=4  188 MeV m oglich, da f ur h ohere Werte der Bag-Konstanten B kei-
ne reine Quarkphase f ur hohe Dr ucke m oglich ist (siehe Abb. 3.57 rechts).
Die ladungsneutrale Kurve der reinen Quarkphase kann in diesen F allen die
Schnittkurve der Druck
 achen nicht schneiden, da die hadronische Phase f ur
hohe Dr ucke und niedrige elektrische chemische Potentiale e wieder stabiler3.3. HYBRIDE STERNE 163
als die Quarkphase wird. Das System bleibt somit weiter in der gemischten
Phase und erreicht im TM1-Modell den Bereich negativer eektiver Nukleo-
nenmassen.
Eine Phasen ubergangskonstruktion vom NLZ-, NLZYY-, TM1- und TM1-
YY-Modell zum NJL- und MQM-Modell scheitert wie beim CHM aufgrund
der fehlenden Schnittkurven der Druck
 achen. In Abb. 3.59 sind die Druck-

 achen des TM1YY-Modell und des NJL-Modells ( = 0;1) dargestellt. Die
starke  Anderung der Steigung der Druck
 ache des TM1YY-Modells (schwar-
zer Bereich der sonst transparenten Fl ache in Abb. 3.59) ist bedingt durch
die Entstehung von hyperonischen Teilchen im System.
Vergleiche der Materie- und Sterneigenschaften
In Abb. 3.60 sind die relativen Teilchenh augkeiten als Funktion der barioni-
schen Dichte =0 f ur die hybriden Modelle NLZYY-B180 und TM1YY-B180
dargestellt.
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Abbildung 3.60: Relativen Teilchenh augkeiten als Funktion der barionischen
Dichte =0 f ur die hybriden Modelle NLZYY-B180 und TM1YY-B180.
Die gemischte Phase beginnt in beiden Modellen bei   1:50 und endet
im NLZYY-B180 Modell bei   5:10 und im TM1YY-B180 Modell bei164 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
  5:90. Wie im CHM-B180 Modell entsteht als einziges hyperonisches
Teilchen das -Hyperon in der gemischten Hadron-Quark Phase.
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Abbildung 3.61: Zustandsgleichungen der hybriden Modelle mit B1=4 = 180
MeV. Die Resultate der Zustandsgleichungen der NLZ-B180 und NLZYY-
B180 bzw. der TM1-B180 und TM1YY-B180 Modelle sind weitgehend iden-
tisch.
Die Zustandsgleichungen der jeweiligen Modelle sind in Abb. 3.61 darge-
stellt. W ahrend sich die rein hadronischen Bereiche der Zustandsgleichung
bei niedrigen Dr ucken nur wenig voneinander unterscheiden und die Berei-
che reiner Quarkmaterie identisch sind (MIT-Bag Modell mit B1=4 = 180
MeV), weichen die Bereiche der gemischten Phase der Zustandsgleichung
stark voneinander ab. Durch die Vernachl assigung der zus atzlichen hype-
ronischen Wechselwirkung (NLZ-, TM1-Modell) werden die relativen Teil-
chenh augkeiten und die zugeh origen Zustandsgleichungen dieser hybriden
Modelle nur minimal ver andert.
In der Abb. 3.62 ist die gravitative Gesamtmasse der hybriden Sterne des
NLZ-Bag- und des NLZYY-Bag-Modells als Funktion der zentralen barioni-3.3. HYBRIDE STERNE 165
schen Dichte c f ur unterschiedliche Werte des Bag Parameters B dargestellt.
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Abbildung 3.62: Gravitative Gesamtmasse des NLZ-Bag- und des NLZYY-
Bag-Modells als Funktion der zentralen barionischen Dichte c f ur unter-
schiedliche Werte des Bag Parameters B.
F ur Bag Konstanten B1=4 > 190 MeV ist keine Gibbs Konstruktion
mehr m oglich , da die hadronische Phase stets stabiler ist; die rein hadroni-
sche M(c)-Kurve endet dann bei der Entstehung von negativen eektiven
Massen im Zentrum der Sterne (gekennzeichnet mit einem Kreuz in Abb.
3.62). Durch Verringerung des Wertes der Bag Konstanten B im Bereich
180 < B1=4=MeV  190 erniedrigt man die maximale Masse Mmax der hybri-
den Sterne (gekennzeichnet mit dem Symbol 
 in Abb. 3.62). F ur Bag Kon-
stanten B1=4  180 MeV entsteht ein neues Maximum der M(c)-Kurve bei
h oheren Dichten. Dieses Maximum wird verursacht durch die reine Quark-
phase im Sterninneren, die bei kleineren Bag Konstanten (d.h. bei fr uher
einsetzendem Phasen ubergang) und hohen Dichten ausgepr agt ist. In einer
kleinen Umgebung um B1=4  180 MeV entstehen zwei stabile Sternkurven,
die durch einen instabilen Bereich (gepunktete Bereiche der M(c)-Kurve in
Abb. 3.62) voneinander getrennt sind; die entsprechenden Sterne gleicher Ge-166 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
samtmasse der beiden Sternfamilien nennt man Zwillingssterne (siehe Kapitel
3.4).
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Abbildung 3.63: Gravitative Gesamtmasse des NLZ-Bag- und des NLZYY-
Bag-Modells als Funktion der zentralen Energiedichte c f ur unterschiedliche
Werte des Bag Parameters B.
Das erste Erscheinen der gemischten Phase im Zentrum der Sterne ist
in der Abb. 3.62 wiederum mit dem Symbol  gekennzeichnet; das Ende
der gemischten Phase und somit der Anfang der reinen Quarkphase ist mit
4 markiert. Eine reine Quarkphase in stabilen hybriden Sternen ist in den
NLZ-Bag- und NLZYY-Bag-Modellen nur m oglich falls B1=4 < 182 MeV ist.
F ur 182  B1=4=MeV  190 ist der maximale Massenstern im Kern ledig-
lich aus gemischter Hadron-Quark{Phase zusammengesetzt. Bei B1=4 = 180
MeV entsteht der Instabilit atsbereich, der die Sequenzen der Zwillingssterne
voneinander trennt gerade dann, wenn sich im Zentrum der Sterne die rei-
ne Quarkphase bildet. Die Quarkstern  ahnlichen Zwillingssterne der zweiten
Sequenz besitzen einen ausgedehnten reinen Quarkkern. Der Vollst andigkeit
halber ist in Abb. 3.63 die Gesamtmasse der Sterne gegen die zentrale Ener-
giedichte c aufgetragen.3.3. HYBRIDE STERNE 167
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Abbildung 3.64: Gravitative Gesamtmasse des TM1-Bag- und des TM1YY-
Bag-Modells als Funktion der zentralen barionischen Dichte c f ur unter-
schiedliche Werte des Bag Parameters B.
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Abbildung 3.65: Gravitative Gesamtmasse des TM1-Bag- und des TM1YY-
Bag-Modells als Funktion der zentralen Energiedichte c f ur unterschiedliche
Werte des Bag Parameters B.168 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
In den Abbildungen 3.64 und 3.65 ist die Gesamtmasse der hybriden Ster-
ne im TM1-Bag- und TM1YY-Bag-Modell als Funktion der zentralen Bario-
nendichte bzw. der zentralen Energiedichte dargestellt. Wie bei der Gibbs
Konstruktion des Hadron-Quark Phasen uberganges des CHM-Bag Modells
entstehen im TM1-Bag- und TM1YY-Bag-Modell keine Zwillingssterne.
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Abbildung 3.66: Radius R als Funktion der Gesamtmasse M=M der hybri-
den Sterne im NLZ-Bag- und des NLZYY-Bag-Modell.
Der in den jeweiligen Modellen berechnete Sternradius R ist in den Abbil-
dungen 3.66 und 3.67 dargestellt. In allen Modellen erkennt man den rapiden
Abfall des Radius bei Existenz eines reinen Quarkkerns im Zentrum der Ster-
ne (4-Punkt in den Abbildungen). In den Modellen, bei denen sich lediglich
eine gemischte Phase formt, ist der entsprechende Sternradius dem von Neu-
tronensternen  ahnlich. Der Radius der Quarkstern- ahnlichen Zwillingssterne
der zweiten Sternsequenzen ist bis zu 3 km kleiner als der der ersten Sequen-
zen (Neutronenstern- ahnliche Zwillingssterne).3.3. HYBRIDE STERNE 169
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Abbildung 3.67: Radius R als Funktion der Gesamtmasse M=M der hybri-
den Sterne im TM1-Bag- und des TM1YY-Bag-Modell.
Maxwell-Konstruktion des Quark-Hadron Phasen uberganges
In diesem Unterkapitel wurde die Maxwellkonstruktion zur Beschreibung des
Hadron-Quark Phasen uberganges benutzt. Wie wir schon im CHM-Bag Mo-
dell sahen, wird die Existenz von Zwillingssternen durch die Maxwellkon-
struktion erleichtert. W ahrend man bei der Gibbs Konstruktion des Hadron-
Quark Phasen uberganges lediglich in den NLZ-Bag und NLZYY-Bag Mo-
dellen in einem engen Fenster der Bag-Konstanten im Bereich B1=4  180
MeV Zwillingssterne fand, ist unter Verwendung der Maxwellkonstruktion
in allen Modellen eine Zwillingssternentstehung in einem groen Wertebe-
reich der Bag Konstanten m oglich (siehe Abb. 3.68). Man erkennt deutlich
die bei der maxwell'schen Konstruktion  ublichen Dichtespr unge bei Beginn
des Phasen uberganges. Im TM1YY-Bag-Modell (Abb. 3.68 links) sind im
Parameterbereich B1=4 > 177 MeV keine stabilen hybriden Sterne m oglich,
da die Sterne bei Beginn des Phasen uberganges instabil werden und keine
zweite Sequenz stabiler hybrider Sterne existiert. F ur B1=4  177 MeV ent-
steht eine stabile Sequenz von hybriden Sternen mit reinem Quarkkern, die170 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
durch einen Instabilit atsbereich von der ersten Sequenz abgetrennt ist. Der
Wert der maximalen Masse Mmax der Neutronensterne der ersten Sequenz
l asst sich verringern, indem man die Bag Konstante verkleinert. Der Wert
der maximalen Masse Mmax der zweiten Sequenz der hybriden Sterne mit
reinem Quarkkern bleibt hingegen bei  Anderung der Bag Konstante weit-
gehend konstant. Im NLZYY-Bag-Modell ist das Parameterfenster der Bag
Konstanten bei dem stabile hybride Sterne m oglich sind noch breiter als im
TM1YY-Bag-Modell.
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Abbildung 3.68: Gravitative Gesamtmasse des TM1YY-Bag-(links) und
NLZYY-Bag-Modells(rechts) als Funktion der zentralen barionischen Dichte
c f ur unterschiedliche Werte des Bag Parameters B unter Verwendung der
Maxwell'schen Konstruktion des Hadron-Quark-Phasen uberganges.
Der Sternradius R ist in Abb. 3.69 dargestellt. Man erkennt, dass sich die
Sternradien der Zwillingssterne der ersten und zweiten Sequenz um bis zu 5
km unterscheiden k onnen.
Der m ogliche Kollaps von einem instabil werdenden Neutronenstern der
ersten Sequenz hin zu einem hybriden Stern der zweiten Sequenz soll im
folgenden Unterkapitel betrachtet werden.3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS171
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Abbildung 3.69: Radius R als Funktion der Gesamtmasse M=M der
hybriden Sterne im TM1YY-Bag-(links) und NLZYY-Bag-Modell(rechts)
unter Verwendung der maxwell'schen Konstruktion des Hadron-Quark-
Phasen uberganges.
3.4 Zwillingssterne, Stern uberg ange und der
Gravitationskollaps
Wie wir im vorigen Unterkapitel, bei der Betrachtung der Eigenschaften von
hybriden Sternen, d.h. von Sternen mit Hadron-Quark Phasen ubergang sa-
hen, ist die Entstehung von Zwillingssternen bei Verwendung einer Gibbs-
schen Phasenkonstruktion m oglich (NLZ-Bag180 und NLZYY-Bag180 Mo-
dell). Bei maxwell'scher Phasenkonstruktion dagegen ist sie sogar sehr wahr-
scheinlich. Der in der Natur realisierte Hadron-Quark Phasen ubergang wird
sich zwischen diesen beiden extremen Varianten aufhalten, so dass die gleich-
zeitige Existenz von zwei separaten Sequenzen von kompakten Sternen im
Bereich des m oglichen liegt.172 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Da sich bei Existenz solcher stabiler, separater Sequenzen von kompak-
ten Sternen interessante, nachweisbare astrophysikalischen Konsequenzen er-
geben, sind die Eigenschaften von Zwillingssternen und m ogliche  Uberg ange
zwischen ihnen in diesem Unterkapitel n aher betrachtet. Zun achst werden die
Eigenschaften von Zwillingssternen behandelt, die aufgrund eines Hadron-
Quark Phasen uberganges entstehen. Danach werden wir uns der Frage wid-
men, inwieweit man durch Observation von 'Zwillingssterneigenen astrophy-
sikalischen Erscheinungen' auf die Existenz einer Quark-Gluon Plasma Phase
im Inneren der kompakten Sterne schlieen kann.
Zwillingssternentstehung aufgrund eines Quark-Hadron
Phasen uberganges
In diesem Kapitel werden die Eigenschaften von Zwillingssternen zun achst
exemplarisch am Beispiel des NLZYY-Bag180 Modells unter Verwendung der
Gibbs'schen Phasen ubergangskonstruktion dargestellt.
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Abbildung 3.70: Radius R als Funktion der Gesamtmasse M=M der
hybriden Sterne im NLZYY-Bag-Modell(rechts) unter Verwendung der
Gibbs'schen Konstruktion des Hadron-Quark-Phasen uberganges. Die Kur-
ve am unteren Bildrand stellt reine Quarksterne im MIT-Bag Modell mit
B1=4 = 190 MeV dar.3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS173
In Abb. 3.70 ist erneut der Radius R der hybriden Sterne als Funktion
ihrer gravitativen Gesamtmasse M dargestellt. Der Anfang und das Ende der
gemischten Phase ist in dieser Abbildung durch schwarze Vierecke und Kreise
gekennzeichnet. Wir betrachten im folgenden die Kurve des NLZYY-Bag
Modells mit B1=4 = 180 MeV genauer, da allein bei diesem Parameterwert
Zwillingssterne entstehen.
Stellen wir uns z.B. ein enges bin ares System vor, bei dem ein Stern ein
kompakter Stern (beschrieben durch das NLZYY-Bag180 Modell) sein soll.
Aufgrund seiner starken gravitativen Wirkung soll der kompakte Stern Ma-
terie von seinem Partner durch Akkretion erhalten, so dass die Gesamtmasse
des kompakten Sterns und somit seine zentrale Dichte (siehe Abb. 3.62) mit
der Zeit zunimmt. Nehmen wir weiter an, dass die zentrale Dichte des kom-
pakten Sterns gerade eine Gr oe erreicht hat, so dass eine reine Quarkphase
im Sternzentrum gebildet wird c  5:10. Der kompakte Stern bendet sich
somit am Ende der ersten Sequenz stabiler Sterne. Bei weiterem Massenzu-
wachs durch Akkretion wird er instabil, so dass der Stern kollabiert. W ahrend
des Kollaps dehnt sich unweigerlich der zun achst kleine innere Quarkkern des
Stern aus, wobei der gesamte Radius des Stern in Bruchteilen von Sekunden
schrumpft. Wir nehmen an, dass der gesamte Stern kollabiert, so dass die
gesamte barionische Teilchenzahl des Sterns NB w ahrend der Kollapsphase
konstant bleibt. In Abb. 3.71 ist die gravitative Gesamtmasse M der Sterne
im NLZYY-Bag180-Modell als Funktion der gesamten barionischen Teilchen-
zahl NB aufgetragen, wobei der Bereich der Instabilit at vergr oert dargestellt
ist. Der besprochene Kollaps der Sterns verl auft, unter Annahme der Kon-
stanz der Teilchenzahl NB vom Stern A hin zu Stern B. Der Endzustand B
besitzt eine um M  0:007M geringere Masse. Diese Massen- bzw. Ener-
giedierenz der Zwillingssterne (besser NB{Zwillingssterne)18 A und B wird
in Form von unterschiedlichen Abstrahlmechanismen w ahrend der Kollaps-
18Der Begri der Zwillingssterne wurde erstmals 1998 in dem Artikel [74] deniert. Der
Begri beschreibt zwei kompakte Sterne gleicher gravitativer Gesamtmasse M die einen
unterschiedlichen Radius R besitzen. In diesem Unterkapitel werden die Anfangs- und
Endzust ande des Zwillingssternkollaps ebenfalls mit dem Begri Zwillingssterne bezeich-
net, obwohl sie eine leicht unterschiedliche Masse M besitzen, daf ur die gleiche gesamte
barionische Teilchenzahl NB haben; man sollte sie deshalb NB{Zwillingssterne nennen.174 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
phase emittiert (n aheres sp ater).
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Abbildung 3.71: Gravitative Gesamtmasse der Sterne als Funktion der ge-
samten barionischen Teilchenzahl NB im NLZYY-Modell, MIT-Bag190 Mo-
dell und im NLZYY-Bag180-Modell unter Verwendung der Gibbs'schen Kon-
struktion des Hadron-Quark-Phasen uberganges.
Der Unterschied des Sternradius der beiden Zwillingssterne mit konstan-
ter Barionenzahl NB betr agt R  1 km (siehe Abb. 3.73).
Die Druck und Energiedichtenprole innerhalb der Zwillingssterne A und
B sind in Abb. 3.74 dargestellt. Man erkennt den groen Unterschied in den
zentralen Dr ucken der Zwillingssterne (A: Pc  83 MeV/fm3, B: Pc  150
MeV/fm3). Die  Anderungen in den Dichteprolen der Sterne sind bedingt
durch den Beginn und das Ende der gemischten Phase. Bei beiden Sternen
beginnt die gemischte Phase bei einem Radius von R  8 km. Der Stern
A besitzt jedoch lediglich einen kleinen reinen Quarkkern von weniger als
1 km Radius. Sein Zwillingsstern B hat dagegen einen ausgedehnten reinen3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS175
Quarkkern von R  4 km (siehe Abb. 3.74 rechts).
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Abbildung 3.72: Der Zwillingsstern-Kollaps: Gravitative Gesamtmasse M der
hybriden Sterne der ersten und zweiten Sequenz als Funktion der zentralen
barionischen Dichte c im NLZYY-Bag180-Modell.
unstable
Abbildung 3.73: Radius R als Funktion der gravitativen Gesamtmasse M im
NLZYY-Bag180-Modell.176 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
￿
￿
￿
￿
Abbildung 3.74: Druck-(links) und Dichteverl aufe(rechts) innerhalb der NB-
Zwillingssterne.
Æ
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Abbildung 3.75: Raumzeitkr ummung (Metrikkomponente gtt = g00) inner-
und auerhalb der NB-Zwillingssterne.3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS177
Die gravitative Kraft, die auf umliegende Objekte wirkt unterscheidet
sich nur minimal bei den Sternen A und B, da sich ihre gesamte gravitative
Masse M lediglich um den Betrag M unterscheidet. Die Auenmetriken
g(r  R) der Sterne A und B sind somit sehr  ahnlich, wobei sich die Metrik
innerhalb der Sterne (g(r  R)) merklich voneinander unterscheiden, da die
Energieverteilungen innerhalb der Sterne unterschiedlich sind. Innerhalb des
kompakteren Zwillingssterns B wird die Raumzeitstruktur st arker verformt
als in Stern A.
Der magebliche Unterschied der Zwillingsstterne A und B liegt somit in
dem Unterschied des Radius, in den Druck- und Energiedichteverl aufen und
als Folge dessen in der jeweiligen Teilchenzusammensetzung der Sterne.
W ahrend der Kollapsphase l osen sich im inneren Kern des Stern vie-
le hadronische Teilchen in ihre Quark-Bestandteile auf. Aufgrund des -
Gleichgewichts und der Ladungsneutralit at der Materie laufen dann vie-
le starke und schwache spontane Teilchenprozesse ab, da der Anteil der
seltsamen Quarks in der deconenten Phase viel h oher und der Anteil der
Leptonen viel geringer ist als in der conenten hadronischen Phase (siehe
Abb. 3.60). Die dabei entstehenden Neutrinos k onnen den Stern ungehin-
dert verlassen, so dass ein Teil der Energiedierenz E = M  1052 ergs
der Zwillingssterne durch einen spontanen Neutrino-Burst emittiert wird.
Die gesamte Anzahl der Neutrinos Ne, die w ahrend der Kollapsphase
emittiert wird, ist aufgrund der Leptonenzahlerhaltung gleich dem Unter-
schied der gesamten Elektronenzahl der Sterne A und B.19 In Abb. 3.76
ist die gesamte Elektronenzahl Ne als Funktion der zentralen Energiedich-
te c der Sterne aufgetragen. Die Anzahl der w ahrend der Kollapsphase in
Neutrinos umgewandelten Elektronen ist gegeben durch die gesamte Elek-
tronenzahldierenz Ne der Sterne A und B (Ne = Ne = Ne(c 
850 MeV/fm
3) Ne(c  1050 MeV/fm
3))  1:61055). Die relevanten, neu-
trinoproduzierenden Teilchenreaktionen sind die folgenden: e + u ! d + e
und u + d ! s + u. Die Energie der w ahrend der Kollapsphase produzier-
ten Neutrinos  uberspannen einen weiten Bereich bis hin zu einer maximalen
Energie E max
e = e + u   d. Man erh alt E max
  150 MeV, so dass sich ei-
19Die Anzahl der emittierten myonischen Neutrinos  ist viel geringer und wird im
folgenden vernachl assigt.178 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
ne mittlere Neutrinoenergie von  100 MeV ergibt (siehe [36]). Multipliziert
man diesen Wert der mittleren Neutrinoenergie mit Ne, so erh alt man,
dass ca. 30 % der gesamten, frei werdenden Energie durch den Neutrino-
Burst abgegeben werden.
Abbildung 3.76: Gesamtzahl der Elektronen Ne im Stern als Funktion der
zentralen Energiedichte c.
Die verbleibenden 70 % der freiwerdenden Energie werden h ochst wahr-
scheinlich durch Gravitationswellen und einen leicht verz ogerten Gamma-
Ray-Burst abgestrahlt. Der reine Quarkkern des Sterns kann sich bis zu ei-
ner Temperatur von T ' 40 MeV aufgeheizen. Diese Hitze dringt dann zur
Ober
 ache des Stern und k uhlt durch hochenergetische Photonenemission
aus. Die Emmisionstemperatur Tem an der Ober
 ache des Stern l asst sich zu
Tem  2 MeV absch atzen (n aheres siehe [36]).
Aufgrund der Drehimpulserhaltung beschleunigt sich die Rotation des
Sterns w ahrend der Kollapsphase, so dass ein enormes 'Glitch'-Ph anomen
(siehe Anhang C) auftreten sollte.
Eine gest orte Kugelsymmetrie w ahrend der Kollapsphase und ein Nachos-
zillieren des Sterns B (mit Millisekundenfrequenz) w urden Ausendungen von3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS179
Gravitationswellen m oglich machen. Die St arke und Frequenz der ausgesen-
deten Gravitationswellen liegt im Bereich der Nachweisbarkeit der Gravita-
tionswellendetektoren, die derzeit zur Messung bereit sind (siehe Kapitel 2).
Der in diesem Kapitel besprochene Zwillingssternkollaps wurde exem-
plarisch im Modell NLZYY-Bag180 unter Verwendung der Gibbskonstrukti-
on des Hadron-Quark Phasen uberganges vorgestellt. Unter Verwendung der
maxwell'schen Phasen ubergangskonstruktion ist das Erscheinen von Zwil-
lingssternen viel wahrscheinlicher. In Abb. 3.77 ist die gravitative Masse
M als Funktion der gesamten barionischen Teilchenzahl NB im TM1YY-
Bag-(links) und NLZYY-Bag-Modell(rechts) unter Verwendung der max-
well'schen Konstruktion des Hadron-Quark-Phasen uberganges f ur unterschied-
liche Werte der Bag-Konstanten B dargestellt.
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Abbildung 3.77: Gravitativen Gesamtmasse der Sterne als Funktion der ge-
samten barionischen Teilchenzahl NB im TM1YY-Bag-(links) und NLZYY-
Bag-Modell(rechts) unter Verwendung der maxwell'schen Konstruktion des
Hadron-Quark-Phasen uberganges.
Man erkennt, dass im TM1YY-Bag185-Modell keine Zwillingssterne m o-180 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
glich sind (vergleiche auch Abb. 3.64), da keine stabile zweite Sequenz kom-
pakter Sterne existiert. Im TM1YY-Bag180-Modell dagegen existiert zwar
ein kleiner stabiler Bereich von kompakten Sternen der zweiten Sequenz, die-
se besitzen jedoch (verglichen mit dem Stern maximaler Masse der ersten
Sequenz) eine geringere Gesamtzahl NB von Barionen. Kollabiert ein insta-
bil werdender Stern der ersten Sequenz im TM1YY-Bag180-Modell, so en-
det sein Kollaps (unter Annahme der Erhaltung der gesamten Barionenzahl)
nicht im Zwillingsstern, sondern er kollabiert unaufhaltsam weiter und en-
det in einem schwarzen Loch. Im TM1YY-Bag175-Modell dagegen existieren
durch einen Kollaps erreichbare Zwillingsterne. Die frei werdende Energie,
d.h. die Massendierenz M  0:04M zwischen den Zwillingsternen ist
sogar h oher als im NLZYY-Bag180-Modell (M  0:007M) unter Ver-
wendung der Gibbs Konstruktion.
Im NLZYY-Bag180-Modell unter Verwendung der maxwell'schen Kon-
struktion sind zwar Zwillingssterne m oglich, diese k onnen jedoch nicht durch
den Kollaps eines instabil werdenden Sterns der ersten Sequenz entstehen.
F ur kleinere Bag Konstanten (z.B. NLZYY-Bag175, NLZYY-Bag170) ist dies
aber m oglich. Der Wert der frei werdenden Energie E = M  0:033M
(im NLZYY-Bag175 Modell) ist wieder gr oer als bei der Gibbs Konstruk-
tion. Der Unterschied in den Radien der Zwillingssterne R  3 km ist
ebenfalls mehr ausgepr agt.
Zwillingssternentstehung durch Hyperonenkondensate
Im vorigen Unterkapitel wurde gezeigt, dass Zwillingssterne in Modellen mit
Hadron-Quark Phasen ubergang m oglich sind. Es wurden des weiteren astro-
physikalisch observable Konsequenzen dargestellt (siehe auch Kapitel 3.5),
die bei einem Zwillingssternkollaps zwangsl aug auftreten. Falls in Zukunft
solche astrophysikalischen Erscheinungen nachgewiesen werden, stellt sich die
Frage, ob dadurch der Hadron-Quark Phasen uberg ang der Materie bei hohen
Dichten erwiesen ist, oder ob es noch weitere elementare Eigenschaften der
Materie gibt, die ein solches astrophysikalisches Szenario verursachen k onnen.
In diesem Unterkapitel wird gezeigt, dass eine Zwillingssternentstehung
auch in einem rein hadronischen Modell m oglich ist, und die dadurch entste-3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS181
henden astrophysikalischen Konsequenzen eines Zwillingssternkollaps wohl
nicht von denen zu unterscheiden sind, die durch ein hybrides Modell mit
Hadron-Quark Phasen ubergang verursacht wurden. Das benutzte rein ha-
dronische Modell (GM1 mit starker Hyperon-Hyperon Wechselwirkung) hat
die gleiche Struktur der Lagrangedichte wie die TM1YY und NLZYY Mo-
delle. Es wurde lediglich ein anderer Parametersatz (GM1) benutzt und die
St arke der skalaren Hyperon-Hyperon Wechselwirkung gY Y
 wurde relativ zur
nukleonischen Wechselwirkung gNN
 vergr oert. Eine solche Vergr oerung der
St arke der Hyperon-Hyperon Wechselwirkung ist im Bereich des m oglichen,
da durch neuere Teilchenbeschleuniger Experimente Indizien f ur eine stark
attraktive   Wechselwirkung gefunden wurden. Solang somit die genaue
St arke der Wechselwirkung der Hyperonen untereinander noch unklar ist,
kann man die Kopplungskonstante gY Y
 in den Modellen nicht festlegen.
Eigenschaften der stark gebundenen Hyperonenmaterie
In Abb. 3.78 ist die totale Energie E pro Barion als Funktion der Anzahl
der strange Quarks pro Barion fs = Ns=NB f ur unterschiedliche St arken der
skalaren Hyperon-Hyperon Wechselwirkung g=gN = gY Y
 =gNN
N im GM1-
Modell dargestellt. Man erkennt, dass f ur g=gN  1:0 ein zweites loka-
les Minimum bei hohen Seltsamkeitsverh altnissen fs > 1 entsteht. Es bil-
det sich somit eine metastabile hadronische Materiephase, die einen hohen
Seltsamkeitsgrad fs (d.h. viele hyperonische Teilchen) besitzt und die nur
durch multiple schwache Teilchenprozesse in Nukleonen zerfallen kann. F ur
g=gN  1:2 liegt das zweite Minimum sogar unterhalb der Nukleonen-
masse, so dass die seltsame hyperonische Phase absolut stabil ist. Sogar eine
solch hoher Wert von g=gN kann experimentell nicht ausgeschlossen wer-
den, da Atomkerne aufgrund der Erhaltung der Seltsamkeit nicht spontan in
den energetisch g unstigeren seltsamenen Zustand fallen k onnen.
Die f ur die Berechnung der Sterneigenschaften n otige ladungsneutrale Zu-
standsgleichung der hadronischen Materie im -Gleichgewicht ist in Abb.
3.79 dargestellt.182 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
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Abbildung 3.78: Teilchenenergie E im GM1-Modell als Funktion des Selt-
samkeitsverh altnisses fs = Ns=NB f ur unterschiedliche St arken der Hyperon-
Hyperon Wechselwirkung g=gN.
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Abbildung 3.79: Zustandsgleichung f ur ladungsneutrale Neutronensternma-
terie im -Gleichgewicht im GM1-Modell f ur unterschiedliche St arken der
Hyperon-Hyperon Wechselwirkung g=gN.3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS183
Durch Erh ohung der skalaren Kopplungskonstanten g der hyperoni-
schen Selbstwechselwirkung entsteht ein Phasen ubergang im mittleren, sof-
tern Bereich der Zustandsgleichung, der  ahnlich dem Verhalten eines Hadron-
Quark Phasen uberganges ist. Es ensteht eine gemischte Phase aus rein nu-
kleonischer Materie und hyperonischer Materie hoher Seltsamkeit. Im Falle
eines zweiten metastabilen Minimums (g=gN  1:0) besitzt die Materie
sogar einen selbstgebundenen Charakter und  ahnelt damit der Zustandsglei-
chung reiner Quarkmaterie.
Eigenschaften der Hyperonensterne
Die gravitative Gesamtmasse M=M als Funktion der zentralen Energie-
dichte c ist in Abb. 3.80 f ur unterschiedliche St arken der Hyperon-Hyperon
Wechselwirkung g=gN aufgetragen.
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Abbildung 3.80: Gravitative Gesamtmasse M=M als Funktion der zentralen
Energiedichte c f ur unterschiedliche St arken der Hyperon-Hyperon Wechsel-
wirkung g=gN.184 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
In einem schmalen Parameterbereich 0:71  g=gN  0:78 entsteht
eine zweite stabile Sequenz von kompakten Sternen, die wir im folgenden,
aufgrund ihrer Zusammensetzung als Hyperonensterne bezeichnen werden.
F ur kleinere Werte (g=gN  0:71) entsteht keine zweite stabile Sequenz, da
die Gesamtmasse M nach Erreichen ihres maximalen Wertes (Endpunkt der
ersten Sequenz) stetig sinkt. F ur gr oere Werte (g=gN  0:78) beginnt die
gemischte Phase schon bei so niedrigen Energiedichten (siehe Abb. 3.79), dass
die resultierenden Sterne sehr schnell hyperonischen Charakter bekommen,
und sich somit kein Maximum der ersten Sequenz ausbilden kann.
In Abb. 3.81 ist der Sternradius R (links) bzw. R1 als Funktion der
Gesamtmasse M=M dargestellt.
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Abbildung 3.81: Sternradius R (links) bzw. R1 (rechts) als Funktion der Ge-
samtmasse M=M f ur unterschiedliche St arken der Hyperon-Hyperon Wech-
selwirkung g=gN.
F ur 0:71  g=gN  0:78 erkennt man das typische Verhalten des Radi-
us von Zwillingssternen. Die zwei stabilen Sequenzen haben unterschiedliche
Radien (bis zu  4:5 km Unterschied) und sind durch einen Instabilit ats-3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS185
bereich voneinander getrennt. Die Sterne, die aus selbstgebundener hypero-
nischer Materie (g=gN  1) zusammengesetzt sind, zeigen das typische
selbstgebundene R(M) Verhalten; sie werden teils gravitativ und teils durch
ihre elementaren Wechselwirkungen zusammengehalten. Eine interessante Ei-
genschaft zeigt sich im R1(M)-Plot (Abb. 3.81, rechts). Die entstehende Fo-
kussierung der Kurven mit unterschiedlichen Parameterwerten g=gN zeigt
die Unsensibilit at der Resultate bei hohen zentralen Energiedichten hinsicht-
lich der St arke der jeweiligen elementaren Wechselwirkungen.
Ein Zwillingssternkollaps ist lediglich im Parameterbereich 0:75  g=gN 
0:78 m oglich, wie man in Abb. 3.82 erkennt. Die beim Kollaps freigesetzte
Energie E ist gleich dem Massenunterschied der Sterne und betr agt z.B.
bei g=gN = 0:775 ca. E = M  0:3M = 0:5  1053 ergs.
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Abbildung 3.82: Totale Barionenzahl NB der Sterne als Funktion der Ge-
samtmasse M=M f ur unterschiedliche St arken der Hyperon-Hyperon Wech-
selwirkung g=gN.
Im Parameterbereich 0:71  g=gN  0:75 existiert zwar eine zweite
Sequenz von Hyperonensterne, diese k onnen jedoch nicht durch einen Zwil-
lingssternkollaps erreicht werden, der die gesamte Barionenzahl erh alt.186 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Neben der geschilderten Zwillingssternentstehung durch starke hypero-
nische Selbstwechselwirkungen ist eine weitere alternative Zwillingssterner-
zeugung durch Kaonen-Kondensation m oglich (siehe [46]). Um zwischen den
Ursachen der Zwillingssternentstehung in Zukunft unterscheiden zu k onnen,
sind weitere Beschleunigerexperimente bei hohen Dichten unerl asslich (sie-
he Zukunftsperspektiven der GSI; http://www.gsi.de/zukunftsprojekt/ ), da
dadurch die noch unbekannten St arken der jeweiligen Wechselwirkungen ein-
geschr ankt werden k onnen und somit die Unsicherheiten innerhalb der ha-
dronischen Modelle begrenzt werden. Auf der Suche nach der in der Na-
tur realisierten Zustandsgleichung m ussen die durch Teilchenbeschleuniger
gewonnenen Erkenntnisse kompatibel mit den astrophysikalischen Beobach-
tungen kompakter Sterne sein.
Der Gravitationskollaps
In den vorigen Unterkapiteln wurde gezeigt, welche Eigenschaften stabile
kompakte Sterne (Neutronensterne, Quarksterne, hybride Sterne und Hy-
peronensterne) besitzen k onnen. Welche Art von kompakten Sternen in der
Natur realisiert ist, h angt von der in der Natur realisierten Zustandsgleichung
der Materie ab. Nach meiner Meinung ist ein hybrides Modell mit Hadron-
Quark Phasen ubergang das realistischste. Welches hybride Modell aber in der
Natur realisiert ist bzw. bei welcher Dichte und in welcher Art und Weise
der QCD-Phasen ubergang sich vollzieht ist zur Zeit nicht vorhersagbar.
Die dargestellten Ergebnisse meiner Berechnungen zeigen, dass es stabile
hybride Sterne in der Natur geben kann. In jedem Modell ergibt sich jedoch
eine Grenzmasse, bzw. zentrale Grenzdichte, bei der kompakte Sterne insta-
bil werden und zwangsl aug kollabieren m ussen.20 Die Sterne mit maximaler
Masse in den dargestellten hybriden Modellen besitzen, abh angig von den
gew ahlten Parameterwerten, einen mehr oder weniger stark ausgepr agten in-
neren Quarkkern. Kollabiert ein solcher Stern, so steigt seine zentrale Dichte
weiter an und sein innerer Quarkkern vergr oert sich relativ zu dem Ra-
dius des Sterns. Unterschreitet der Radius des Sterns seinen theoretischen
20Auch bei Modellen mit Zwillingssternen ist der Gravitationskollaps des Sterns mit
maximaler Masse der zweiten Sequenz nicht aufhaltbar.3.4. ZWILLINGSSTERNE, STERN UBERG ANGE UND DER GRAVITATIONSKOLLAPS187
Schwarzschildradius RS = 2M so entsteht ein schwarzes Loch. Ob der ge-
samte Stern schon vor Erreichen des Schwarzschildradius (oder erst danach)
in Quarkmaterie konvertiert ist, h angt von den Parametern des hybriden
Modells ab.
Abbildung 3.83: Gravitationskollaps mit realistischer hybrider Zustands-
gleichung im Raumzeitdiagramm der Schwarzschildmetrik in avancierten
Eddington-Finkelstein Koordinaten.
In Abb. 3.83 ist der Gravitationskollaps eines kompakten Sterns in einem
realistischen hybriden Modell dargestellt und in ein Raumzeitdiagramm der
Schwarzschildmetrik in avancierten Eddington-Finkelstein Koordinaten ein-
gebettet. Die Parameter des hybriden Modells wurden dabei so gew ahlt, dass
der gesamte Stern exakt zu dem Zeitpunkt in Quarkmaterie konvertiert ist,188 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
bei dem sich die Abschlieung des Sterns durch Ereignishorizontbildung er-
eignet. Die durch den Hadron-Quark Phasen ubergang befreite Materie wird
somit, bei geeigneter Konstruktion des hybriden Modells, gerade dann raum-
zeitlich abgeschlossen, wenn sie in Kontakt mit der Auenwelt treten k onnte.
Falls die Natur ein solches Modell der Materie gew ahlt hat, w urde nach
meiner Meinung ein tieferer, noch nicht verstandener Sinn der Naturzusam-
menh ange und Wechselwirkungen dahinter verborgen liegen.
3.5 Astrophysikalische Observablen des Quark-
Gluon-Plasmas
Im folgenden werden die wesentlichen Indizien zusammengefasst, die einen
Hadron-Quark Phasen ubergang durch die Messung astrophysikalischer Gr o-
en kompakter Sternen beweisen w urde. Es wurde hierbei angenommen, dass
man einen weiteren Phasen ubergang (z.B. zu stark attraktiv gebundener hy-
peronischer Materie) ausschlieen kann.
 Indizien des Phasen uberganges anhand der Masse und des Radius
Die Radien von Neutronensternen sind im allgemeinen gr oer als die
von Quarksternen oder hochdichten hybriden Sternen. Falls man einen
existierenden kompakten Stern mit einem Radius R  9 km nden
w urde, so k onnte man mit Sicherheit einen gew ohnlichen Neutronen-
stern ausschlieen { dieser Stern m usste in seinem Inneren ein Pha-
sen ubergang besitzen.
W urde man zwei kompakte Sterne mit gleicher gravitativer Gesamt-
masse M, aber unterschiedlichem Radius R nden (z.B. R1 = 13 km
> R2 = 11:5 km), so w are der Beweis der Existenz von Zwillingsster-
nen und somit die Existenz eines starken QCD-Phasen ubergangs im
Inneren des kompakteren Zwillingssterns erbracht.
 Indizien des Phasen uberganges anhand der Rotationsfrequenz
Quarksterne bzw. hochdichte hybride Sterne sind kompakter als gew ohn-
liche Neutronensterne und k onnen deshalb schneller rotieren. Die ab-
solute Obergrenze der Rotationsfrequenz (Kepplerfrequenz 
K siehe3.5. ASTROPHYSIKALISCHE OBSERVABLEN DES QUARK-GLUON-PLASMAS189
Kapitel 2) kann durch die empirische Gleichung 2.76 abgesch atzt wer-
den. Vergleicht man z.B. die Keplerfrequenzen eines Neutronenstern-
modells, eines hybriden Modells und eines reinen Quarksternmodells
miteinander, so berechnen sich die folgenden Werte:
Neutronensternmodell : 

CHM
K = 7787rad/s;
Hybrides Modell : 

CHM B180
K = 9864rad/s;
Quarksternmodell : 

NJL(=0)
K = 11045rad/s:
W urde man demnach eine Rotationsperiode P = 2=
 eines kompak-
ten Sterns im Submillisekundenbbereich (P  0:6 ms) nden, so k onnte
dieser Stern nicht aus gew ohnlicher Neutronensternmaterie bestehen.
Ein weiterer Indiz eines Phasen ubergangs w are gegeben bei der Beob-
achtung eines 'Superglitches', d.h. bei der Messung eines beachtlichen
Sprunges der Rotationsfrequenz bedingt durch einen Zwillingssternkol-
laps.
Weitere, in der Literatur erw ahnte Beweise der Existenz eines Pha-
sen ubergangs im Sterninneren sind der 'Spin-up' Eekt eines nichta-
kretierenden kompakten Sterns (n aheres siehe [75]) und der Eekt der
Clusterung der Rotationsperioden in akkretierenden LMXB durch die
Umkehrung des 'Spin-up' Eekts (siehe [76, 77]). 21
 Indizien des Phasen uberganges anhand der Zwillingssterneigenschaft
Neben den schon geschilderten Beweisen, die durch Messungen der Ro-
tationsfrequenz, der Masse und des Radius m oglich sind, ist die Be-
obachtung eines Zwillingssternkollaps eine weitere Variante der indi-
rekten astrophysikalischen Beobachtung der Entstehung des Quark-
Gluon-Plasmas. Falls die Natur durch ein Modell beschrieben wird das
Zwillingssterne erm oglicht, ist eine solche Beobachtung nur eine Frage
der Zeit. Da ein solcher Kollaps begleitet wird von unterschiedlich-
sten Formen der Energieabstrahlungen (Neutrinos, elektromagnetische
21Die Erforschung eines inhaltlichen Zusammenhangs des 'Spin-up' Eekts und der Exi-
stenz von schnell rotierenden Zwillingssternen entstand am Ende meiner Promotionsdauer
und wird der Umfangheit halber in dieser Arbeit nicht dargestellt werden; eine detailierte
Beschreibung dieses Zusammenhangs ist in [78, 79] erh altlich.190 KAPITEL 3. KOMPAKTE STERNE
Wellen (Gamma, R ontgen, sichtbar) und Gravitationswellen) sollte ei-
ne synchrone Beobachtung dieser Erscheinung mittels unterschiedlicher
Detektoren m oglich sein. Eine Unterscheidung eines solchen Kollaps
von einem Gravitationskollaps zu einem schwarzen Loch sollte eben-
falls m oglich sein, da sich beide Kollapsvarianten in ihrer Intensit at,
Zusammensetzung und Form unterscheiden.
 Indizien des Phasen uberganges mittels Gravitationswellen-Detektion
Gravitationswellendetektoren bieten eine hervorragende M oglichkeit des
experimentellen Studiums der nat urlichen Erzeugung einer Quark-Gluon-
Plasma Phase.
Die bei einer Kollision zweier Neutronensterne freigesetzten Gravita-
tionswellen unterscheiden sich in ihrer Form, Frequenz und Intensit at
von den Gravitationswellen, die bei einer Quarksternkollision freige-
setzt werden (siehe Kapitel 2).
Bei einem Zwillingssternkollaps oszilliert der entstehende hybride Stern
mit einer ihm eigenen Frequenz, wobei sich die Oszillation durch Aus-
sendung von Gravitationswellen abd ampft. Bei einem Kollaps zu einem
schwarzen Loch dagegen werden die ausgesendeten Gravitationswellen
bei Erreichen des Ereignishorizontes ins unendliche hin rotverschoben.
Die Gr oe der induzierten Quadrupoldeformation von kompakten Ster-
nen in engen bin aren Systemen h angt von der Zustandsgleichung der
Materie und den globalen Eigenschaften der Sterne ab. Rotierende qua-
drupoldeformierte kompakte Sterne senden Gravitationswellen aus, an
deren Frequenz man die Rotationsfrequenz des kompakten Stern able-
sen kann; es sollten sich messbare Unterschiede f ur Neutronen-, Hybride
und Quarksterne ergeben.A
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.Anhang B
Vergleich: QCD , ART
Transformationsgruppen
 QCD
Die Quarkspinoren  f
a der Farbe a = r;g;b und des Flavours f =
u;d;s;c;t;b transformieren sich unter raumzeitabh angigen SU(3)c Farb-
transformationen:
 
f
a
j
= Ua
b(x
) 
f
b;mit Ua
b(x
) = e
ii(x)i
a
b
(B.1)
 ART
Koordinaten, Vektoren und Matrizen mit raumzeitlichen Indices  =
0::3 transformieren sich unter raumzeitabh angigen Koordinatentrans-
formationen:
x
0
= L
0
 x
; L
0
 = L
0
(x
) =
@x0
@x (x
) (B.2)
Kovariante Ableitungen
 QCD
Die farbgeladenen gluonischen Austauschfelder Ga
b koppeln minimal
an die Quarkspinoren:
Da
b b =
 
@1a
b + ig3Gi
i
a
b
 b =  aj + ig3Ga
b b (B.3)
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 ART
Die Konnexionen bzw. Christoelsymbole  

, welche sich aus der Me-
trik g und ihren ersten Ableitungen zusammensetzen, sind verant-
wortlich f ur die kovariante Ableitung D in der ART:
Dv
 := v

jj = v

j +  

v
 (B.4)
Feldst arken
 QCD
Die Feldst arken Fa
b der gluonischen Felder in der QCD ergeben sich
durch den Kommutator der kovarianten Ableitungen Da
b:
F = Fa
b =
i
g3

Da
c;Dc
b
= Fi
i
a
b
Fi = GijGij   g3f
jk
iGjGk
 ART
Der Riemanntensor R stellt die gravitative Feldst arke in der ART
dar; er ergibt sich ebenfalls aus dem Kommutator der kovarianten Ab-
leitungen:
[D;D]v
 = v

jjjj   v

jjjj
=  
 
 

j    

j +  

 

    

 



v

=:  R

v
 (B.5)
Lagrangedichten
 QCD
Der Beitrag der gluonischen Eichfelder zur Lagrangedichte des Systems
hat die folgende Gestalt:
LQCD =
1
16
FiF
i (B.6)195
 ART
Die Lagrangedichte der ART ist allein durch den Ricciskalar R be-
stimmt:
LART = R (B.7)
Homogene Feldgleichungen
 QCD
Die homogenen Feldgleichungen der QCD (homogene Yang-Mills{ Glei-
chungen) ergeben sich aus der Jakobi Identit at der kovarianten Ablei-
tungen. Sie l asst sich wie folgt umschreiben:
F[jj] := DF + DF + DF = 0 (B.8)
 ART
Die homogenen Feldgleichungen der ART ergeben sich ebenfalls aus der
Jakobi Identit at der kovarianten Ableitungen. Die Gleichungen lassen
sich wie folgt durch den Riemannschen Kr ummungstensor umschrei-
ben; man bezeichnet sie als Bianci-Identit aten:
R[jj] := Rjj + Rjj + Rjj = 0 (B.9)
Inhomogene Feldgleichungen
 QCD
Die inhomogenen Feldgleichungen der QCD (inhomogene Yang-Mills{
Gleichungen) ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten
Wirkung der gesamten Lagrangedichte L hinsichtlich der gluonischen
Eichfelder Ga
b :
F
i
j + g3f
ijkF

j Gk = 4j
i ; (B.10)
wobei ji = g3 
a
f
i f
a die 8 Farbstr ome der Theorie repr asentieren.196 ANHANG B. VERGLEICH: QCD , ART
 ART
Die inhomogenen Feldgleichungen der ART (Einstein Gleichungen) er-
geben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung der
gesamten Lagrangedichte L hinsichtlich der Raumzeit-Metrik g
R
  
1
2
Rg
 = 8T
 ; (B.11)
wobei der Tensor T  den Energieimpuls Betrag aller im System be-
ndlicher Teilchen und Felder darstellt (ausgenommen der gravitativen
Raumzeitkr ummungsenergie selbst).
Bewegungsgleichungen
 QCD
Die Bewegungsgleichungen der QCD (Diracgleichung der Quarks) er-
geben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung der
gesamten Lagrangedichte L hinsichtlich der Quarkspinoren  f
a:
i

Da
b 
f
b   m
f 
f
a = 0 (B.12)
 ART
Die Bewegungsgleichungen der ART, d.h. die Beschreibung der Bewe-
gung von klassischen, punktf ormigen Teilchen in einer durch Gravita-
tionskr aften gekr ummten Raumzeit ergibt sich durch die geod atischen
Linien in dieser Raumzeit :
v

jjv
 =
d2x
d2 +  


dx
d
dx
d
= 0 (B.13)Anhang C
Beobachtungsgr oen von
kompakten Sternen
Im ersten Teil dieses Anhangs wird zun achst auf die generelle Entstehung von
kompakten Sternen in Supernova Explosionen eingegangen und der Mecha-
nismus erkl art, mit denen Pulsare elektromagnetische Strahlung aussenden.
Im zweiten Teil werden die wichtigsten charakteristischen Gr oen angegeben,
die man anhand von Radio- und R ontgenmessungen der Pulsare gewinnen
kann (n aheres siehe [15]). Im letzten Teil wird auf die 
-Strahlenausbr uche
eingegangen, und deren m oglicher Zusammenhang mit kompakten Sternen
diskutiert. Im Anschluss werden Gravitationslinsen Eekte von kompakten
Sternen besprochen, und dargestellt, wie man anhand dieses Eektes obser-
vable Gr oen der Sterne gewinnen kann. Des weiteren werden am Ende dieses
Kapitels geplante Gravitationswellendetektoren vorgestellt und die m oglichen
Erkenntnisse diskutiert, die man von dieser neuen Art von astronomischen
Ger aten erwarten kann.
Entstehung von kompakten Sternen und gene-
relle Eigenschaften
Am Ende der Lebensdauer einer Sonne, wenn sie ihren nuklearen Brennsto
aufgebraucht hat, gibt es, abh angig von ihrer Gesamtmasse unterschiedliche
Sterbenswege (Neugeburtswege). Liegt die Masse des Sterns zwischen 0.1
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und 8 Sonnenmassen, so endet dieser in einem planetarischen Nebel, in de-
rem Zentrum sich ein weier Zwerg mit einem Radius von mehreren tausend
Kilometer bendet (siehe Abb. C.1).
Abbildung C.1: Oben: Auswahl einiger planetarische Nebel. Unten: Entste-
hung eines "Weien Zwerges" im Zentrum des "Eskimo Nebels".199
Abbildung C.2: Oben: Im Zentrum der "Supernova 1987A" ist sehr wahr-
scheinlich ein ultradichter Quarkstern oder ein schwarzes Loch erzeugt wor-
den (siehe [81, 82, 83]). Unten: Im Zentrum des "Krebs Nebels" bendet sich
der "Krabben-Pulsar"; die Bilder unterscheiden sich in den unterschiedlichen
Frequenzbereichen der beobachteten Strahlung.200ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Ist die Masse des Sterns jedoch schwerer als 8 Sonnenmassen, so endet
dieser in einer Supernova Explosion (Typ II oder Ib,c), in derem Zentrum sich
ein kompakter Stern (Neutronenstern, Hybridstern, Quarkstern oder Hyper-
stern) oder ein schwarzes Loch bendet [84, 85, 81, 82, 86] (siehe Abb. C.2).
Zu welchem Objekt der Stern kollabiert h angt auch hier von seiner urspr ung-
lichen Gesamtmasse ab. Anhand von numerischen Supernova-Simulationen
l asst sich vermuten, dass ein schwarzes Loch erzeugt wird, wenn die Masse
des urspr unglichen Sterns  uber 15 Sonnenmassen liegt [85]. Die wohl bekann-
teste Supernova Explosion ist der Krabbennebel. Diese Himmelserscheinung
wurde am 4. Juli 1054 von chinesischen Astronomen beobachtet und war
ca. drei Wochen lang mit dem bloen Auge tags uber zu erkennen. Im Zen-
trum des Nebels bendet sich der Krabben Pulsar, den man sich als einen
rotierenden Neutronenstern mit einem starken magnetischen Dipol vorstellt.
Abbildung C.3: Bolometrische Lichtkurve der Supernova Explosion SN
1987A, die sich im Februar 1987 ereignete (aufgenommen vom astronomi-
schen Observatorium in S ud Afrika).
Eine weitere Supernova Explosion (SN 1987A), die man 1987 mit bloem
Auge au
euchten sehen konnte, ereignete sich in unserer Nachbargalaxie201
der groen magelanischen Wolke. Abb. C.3 zeigt den Verlauf der Licht-
kurve dieser Supernova Explosion. Neuere astrophysikalische Beobachtun-
gen legen nahe, dass einige der am Ende dieses Anhangs besprochenen 
-
Strahlenausbr uche in engem Zusammenhang mit Supernova Explosion auf-
treten (siehe [87, 88]). Von den ca. 1400 bekannten Pulsaren ist es bei einigen
Dutzend gelungen, sie mit Supernova Explosionen in Zusammenhang zu brin-
gen [16, 15, 89].
Der Abstrahlmechanismus von Radiopulsaren l asst zwar noch immer im
Detail einige Fragen oen, wird aber im Prinzip gut mit dem "Leuchtturm-
Modell" erkl art [90, 91] (siehe Abb C.4).
Abbildung C.4: Skizze des Pulsar Abstrahlmechanismus beschrieben durch
das "Leuchtturm-Modell". Da die Rotations- und Magnetfeldachse des Pul-
sars im allgemeinen nicht zusammenfallen, entsteht ein Doppelkegel der Ra-
dioabstrahlung in Richtung der Magnetfeldachse.
Hierbei nimmt man an, dass die Rotationsachse und die Magnetfeldach-
se des Neutronensterns im allgemeinen nicht zusammenfallen. Aufgrund der
extrem starken Magnetfeldst arken (1011 1013 G) strahlt der Pulsar die elek-
tromagnetischen Wellen nur in Form eines Doppelkegels in beide Richtungen202ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
der Magnetfeldachse ab (n aheres siehe [90, 91]), so dass sich durch die Rota-
tion ein "Leuchtturmeekt" ergibt. Damit man den Pulsar von der Erde aus
beobachten kann, ist es n otig, dass einer dieser Kegel in Richtung der Erde
zeigt.
Observable Gr oen von kompakten Sternen
Rotationsfrequenz der Pulsare
Wie bereits in der Einleitung erw ahnt, wurde der erste Pulsar im Jahre
1967 von J. Bell entdeckt. Dieser Pulsar, der heute die Bezeichnung PSR
1919+21 tr agt, zeigt eine periodisch wiederkehrende Radiostrahlung der Pe-
riode P = 1:3337s. Nach dieser Entdeckung erkannte man schnell , dass
dieser Pulsar kein Einzelfall ist und entdeckte in den folgenden Jahren wei-
tere solcher periodisch wiederkehrender Radiointensit aten, darunter auch die
bekanntesten Pulsare { der Krabben(Crab)- und Vela Pulsar. 1981 publi-
zierte Manchester und Taylor einen Pulsar Katalog, der die Eigenschaften
von 330 Pulsaren au
istete. 1990 erweiterte A.G. Lyne [90] diesen Katalog
um weitere 120 Pulsare. Gerade in den letzten Jahren stieg, aufgrund des
neuen "Parkes multibeam Pulsar Survey" Teleskopes die Zahl der bekann-
ten Pulsare extrem an (siehe [92, 93, 94]). Zur Zeit sind ca. 1400 Pulsare
bekannt, deren Rotationsperioden man sehr pr azise bestimmen kann. Abbil-
dung C.5 zeigt die Rotationsperiodenverteilung von 750 Pulsaren, die 1997
bekannt waren und Abbildung C.6 zeigt die Verteilung von 100 Pulsaren,
die im Jahre 2000 mit Hilfe des "Parkes multibeam Pulsar Survey" gefunden
wurden. In beiden Verteilungen ist au allig, dass sie sich grob in zwei Arten
von Pulsaren gliedern lassen. Die
 Sekundenpulsare
Der magebliche Teil der bekannten Pulsare besitzt eine Rotationspe-
riode von ungef ahr einer Sekunde.
 Millisekundenpulsare
Eine der Pulsare rotieren viel schneller, mit einer Periode im Millise-
kundenbereich.203
Abbildung C.5: Verteilung der Pulsarperioden um ca. 1997.
Abbildung C.6: Verteilung der Pulsarperioden die mit Hilfe des "Parkes mult-
ibeam Pulsar Survey", die im Jahre 2000 entdeckt wurden.204ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Der am schnellsten rotierende Pulsar (PSR 1957+20) rotiert 622.1 mal
(P = 1:6 ms) in einer Sekunde um seine Achse [95]. Nimmt man an, dass
dieser Pulsar einen Radius von 15 km hat, so bewegt sich am  Aquator die
Ober
 ache des Sterns aufgrund der Rotation mit zwanzig Prozent der Licht-
geschwindigkeit. Da die meisten Radiowellenobservatorien keine hohe Emp-
ndlichkeit f ur Radiowellen im Millisekundenbereich besitzen, spiegeln die
in den Abbildungen C.5 und C.6 gezeigten Verteilungen nicht die wirkliche
Periodenverteilung existierenden Pulsare wider, sondern es ist zu erwarten,
dass es weit mehr Millisekunden Pulsare gibt, als die, die zur Zeit bekannt
sind ([15]). Neue Experimente versuchen in diesem Wellenl angenbereich emp-
ndlicher zu werden und man hot noch weit schneller rotierende Pulsare zu
nden [15, 93, 96, 97].
Aufgrund unterschiedlichster Energieabstrahlungen verliert ein einzelner
Pulsar Drehimpuls, was eine zeitliche Abnahme der Rotationsperiode zur
Folge hat. In Abb. C.7 ist die zeitliche Abnahme der Periode gegen die
Rotationsperiode selbst aufgetragen. Man erkennt, dass obwohl die Milli-
sekunde Pulsare viel schneller rotieren als die Sekunden Pulsare, sie doch
weniger Energie pro Zeit abstrahlen und deshalb ihre Periode nur lang-
sam abnimmt. Diese Eigenschaft wird durch die Lebensgeschichte der Pul-
sare erkl art. Pulsare werden in Supernova Explosionen mit hohen Magnet-
feldst arken (B  1012   1013 G) geboren. Aufgrund der Energieabstrahlung
verlangsamen sie sich ("Spin-down") und gelangen in den grauen Bereich von
Abb. C.7 (P  1s; _ P  1015) wo sich die meisten bekannten Pulsare benden.
Bei einer noch weiteren Verlangsamung der Rotation k onnen Pulsare keine
Radiowellen mehr abstrahlen und werden im Radiowellenbereich unsichtbar
[16, 15, 90, 91]. Die Eigenschaften der Millisekunden Pulsare k onnen durch ei-
ne stille Entwicklung dieser unsichtbar gewordenen Sekunden Pulsare erkl art
werden, indem sie von einem Begleitobjekt (z.B. weier Zwerg) durch Mas-
sentransfer beschleunigt werden. Dieser Begleiter kann bereits direkt nach
der Entstehung des Pulsars existiert haben oder sp ater eingefangen worden
sein. Aufgrund des Massentransfers wird erwartet, dass sich einerseits das
Magnetfeld des Pulsars verringert (B  108 G) und deshalb weniger Energie
pro Zeit abgestrahlt wird (dP=dt  1020), andererseits wird seine Rotation
beschleunigt und er kann wieder die Grenze der Radiosichtbarkeit (turn-of205
line)  uberschreiten. Man interpretiert deshalb die Millisekunden Pulsare als
"alte, recykelte", durch Massentransfer beschleunigte Neutronensterne.
Abbildung C.7: Erste zeitliche Ableitung der Pulsarperiode _ P gegen die Pul-
sarperiode P selbst. Die "stille Evolution" der Sekundenpulsare hin zu den
Millisekunden Pulsaren vollzieht sich jenseits der "turn-o line". Bin are Pul-
sare sind mit einem umringten Punkt gekennzeichnet. Die St arke des Ma-
gnetfeldes des Pulsars kann man anhand der rechten Achse ablesen.
Eine weitere interessante Gr oe in diesem Zusammenhang ist der dimensi-
onslose Brechungsindex n(
) der sich aus der Rotationsfrequenz 
 und ihren
ersten und zweiten zeitlichen Ableitungen _ 
;  
 zusammensetzt:
n(
) =

 

_ 
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W urde der Energieverlust eines Pulsars ausschlielich durch magnetische
Dipolstrahlung verursacht, w are n = 3. W ahrend einige der bekannten Pul-
sare einen Brechungsindex nahe dieses Wertes haben, unterschreitet der Vela
Pulsar diesen Wert (nV ela = 1:4
+
 0:2) und andere  uberschreiten ihn weit
(B2127+11A: n = 1:5  106, B1757-24: n = 38).
Eine au allige "Clusterung" der Rotationsperiode beobachtet man bei
den Leichtmassen-R ontgenpulsaren in bin aren Systemen (LMXB's). Die Ro-
tationsfrequenz der kompakten Sterne in den meisten dieser bin aren Syste-
men bendet sich in einem schmalen Bereich zwischen 200 und 400 HZ (siehe
gef ulltes Histogramm in Abb. C.8). N.K. Glendenning und F. Weber konn-
ten zeigen [76, 77], dass eine solche Clusterung sich auf nat urliche Weise er-
gibt, wenn man w ahrend der Evolution des kompakten Sterns einen Quark-
Hadron Phasen ubergang im Sterninneren ber ucksichtigt (siehe ungef ulltes
Histogramm in Abb. C.8).
Abbildung C.8: Rotationsfrequenz-Verteilung von kompakten Sternen in
LMXB's. Das ausgef ullte Histogramm zeigt die beobachteten Daten, wo-
hingegen das ungef ullte Histogramm die theoretischen Berechnungen der
Frequenz-Clusterung zeigen, die sich auf nat urliche Weise durch Einbezie-
hung eines Quark-Hadron Phasen ubergang ergeben.207
Die LMXB's stellen des weiteren eine wichtige m ogliche Quelle von Gra-
vitationswellen emittierenden Systemen dar, die man mittels der erdgebun-
denen Gravitationswellen Detektoren nachweisen k onnte (siehe [98, 99, 100,
101, 102, 103]).
Eine weitere interessante Tatsache, die bei einigen der bekannten Pulsare
entdeckt wurde sind die spontanen, teilweise wiederkehrenden Spr unge in
der Rotationsperiode ("Pulsar Glitches"). Allein mit dem Parkes 64-m Radio
Teleskop fand man zwischen Januar 1990 und Dezember 1998 30 Glitche in
11 Pulsaren (siehe [104]). Abb. C.9 zeigt den Sprung in der Rotationsperiode
des Crab Pulsars der sich 1975 ereignete. 1
Abbildung C.9: Beobachtung des Sprungs in der Rotationsperiode des Krebs
Pulsars am 4. Februar 1975. Die durchgezogene Kurve veranschaulicht die
beobachteten Frequenz-Residuen 
c=
c0   1, wobei die gestrichelte Kurve
nummerische Berechnungen darstellt, die im "vortex creep model" gemacht
wurden.
1Die Beschreibung und das Bild entstammt einem Vortrag von A.G. Ly-
ne (Physics of Neutron Star Interiors, Juni 2000, Trento); http://www.mpg.uni-
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Man sieht einerseits den spontanen Sprung in der Rotationsperiode und
andererseits erkennt man, dass nach dem Glitch zun achst ein expotentielles
Abfallen der Rotationsperiode entsteht, dass sich dann (ca. 50 Tage nach Er-
eignen des Glitches) in eine lineare Abnahme der Rotationsperiode m undet.
Eine qualitative Erkl arung dieses Eektes liefert ein Modell, das eine die-
renzielle Rotation des Sterns benutzt [15, 105, 106]. In diesem Modell ist die
Neutronenstern Kruste von dem Inneren des Neutronensterns zeitweise ent-
koppelt und rotiert langsamer. Der super
uide Teil der Inneren Kruste kann
jedoch durch Vortex-Linien an die  auere Kruste ankoppeln und diese spon-
tan beschleunigen, so dass man als  auerer Beobachter einen Glitch erkennt.
Quantitative Rechnungen in solchen Modellen versagen jedoch meist und
k onnen das ver anderte Abfallen der Rotationsperiode nach dem Glitch nicht
erkl aren (siehe gestrichelte Kurve in Abb. C.9). Neuere Ideen, die das Auf-
treten der Glitche in Zusammenhang mit einem Quark-Hadron Phasen uber-
gang bringen, sind leider von quantitativen Berechnungen noch weit entfernt
[107, 108].
Masse
Ca. 50 der bekannten Pulsare benden sich in bin aren Systemen, wobei min-
destens 5 davon doppelte kompakte Stern Systeme sind [95]. Die Gesamtmas-
se eines kompakten Sterns kann bei einigen bin aren R ontgen- und Radiopul-
sarsystemen direkt bestimmt werden (n aheres siehe [15]). Die Massen, der in
Abb. C.10 dargestellten bin aren Systeme halten sich alle in einem begrenzten
Massenbereich zwischen 1.1 und 1.6 Sonnenmassen auf (1:1 < M=M < 1:6).
W ahrend die untere Schranke heuristisch durch den Supernovaproze festge-
legt wird, ist die obere Schranke durch theoretische Berechnungen von kom-
pakten Sternen festgelegt und ist abh angig von dem verwendeten Elementar-
teilchenmodell (siehe 3). Im Laufe der Jahre konnte die Statistik der gemesse-
nen Massenwerte der Radiopulsarsysteme enorm verbessert werden. Die ob-
servablen Massenwerte von 21 existierenden Radiopulsaren sind konsistent
mit einer sehr engen Gaus'schen Massenverteilung, wobei M = 1:35
+
 0:04
(siehe [95] und Abb. C.11).209
Abbildung C.10: Beobachtete Massen von bin aren Pulsaren. Der obere Teil
der Pulsare bendet sich in bin aren R ontgenstrahl Systemen (binary X-ray
pulsars), wobei der untere Teil aus Radiopulsaren und deren Begleitern be-
steht.
In bin aren Pulsarsystemen ist die Bestimmung der Massen extrem ge-
nau. Der Hulse-Taylor Pulsar (PSR 1913+16) hat z.B. eine Masse von M =
(1:444
+
 0:003)M [26, 15]. Das Pulsarsystem PSR J0737-3039A/B liefert die
folgenden Massen [24]: J0737-3039A (M = 1:337(5)M), J0737-3039B (M =
1:250(5)M).210ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Abbildung C.11: Massenwerte von 21 Radiopulsaren (n aheres siehe [95]).
Im Vergleich zu diesen "gesicherten Massenwerten" von Bin arpulsaren
wurden in den letzten Jahren davon abweichende Werte gefunden. Anhand
der quasi periodisch oszillierenden R ontgenstrahlungen (QPO's) in einigen
"Leichtmassen Bin arsystemen" (LMXB: Low-Mass X-ray Binaries) extra-
hierte man die Masse eines R ontgenpulsars von M  2M [15, 109, 110].
Des weiteren fand man, dass viele der gemessenen schwarze Loch Kandida-
ten mit Massen im Bereich 5 < M=M < 15  ahnliche Eigenschaften in den
experimentellen Daten aufweisen, wie kompakte Sterne in R ontgenpulsaren.211
Abbildung C.12: Massen von schwarzen Loch Kandidaten und kompakten
Sternen in LMXB's im Vergleich zu den in Abb. C.10 veranschaulichten Mas-
senwerten.
In Abb. C.12 sind die Massen der bin aren Radio- und R ontgenpulsare im
Vergleich zu den neueren Messungen in LMXB-Systemen und den Massen-
werten f ur Kandidaten f ur schwarze L ocher aufgetragen. Eine Erkl arung der
"Kandidaten f ur schwarze L ocher" als sehr massive Neutronensterne ist in
realistischen Elementarteilchen Modellen unter Verwendung der ART nicht
m oglich, da die maximal erreichbare Sternmasse in allen bekannten Model-
len unterhalb von drei Sonnenmassen liegt. Falls es sich dennoch in Zukunft
durch astrophysikalische Beobachtungen herausstellen sollte, dass es sich bei
diesen sehr massiven Objekten nicht um schwarze L ocher, sondern um kom-
pakte Sterne handelt, so kann man daraus folgern, dass die ART in ihrer212ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
derzeitigen Formulierung falsch ist und man mu zu alternativen Gravitati-
onstheorien  ubergehen (z.B. Yilmaz-Metrik [111]).
Radius
Da kompakte Sterne f ur astronomische Gr oenordnungen extrem kleine Ob-
jekte darstellen und gleichzeitig die Abst ande zu ihnen sehr gro sind, ist jede
Radiusbestimmung  auerst schwierig. Die Beobachtungsm oglichkeiten von
kompakten Sternen haben sich jedoch in den letzten Jahren enorm verbes-
sert, so dass eine wirkliche Radiusbestimmung einiger bekannter kompakter
Sterne, nun im Bereich des m oglichen liegt. Eine solche Radiusbestimmung
beruht auf dem folgenden Prinzip:
Bei einigen kompakten Sternen beobachtet man eine thermische Abstrah-
lung von elektromagnetischen Wellen an ihrer Ober
 ache. Das Maximum des
abgestrahlten Spektrums der Wellen h angt von der Temperatur T des Sterns
ab. Wie wir im Kapitel 2 sahen, werden die von der Ober
 ache des Sterns
emittierten elektromagnetischen Wellen auf ihrem Weg zur Erde gravitativ
rotverschoben. In gleicher Weise, wie sich die Frequenz der ausgesandten
Strahlung gravitativ rotverschiebt (gemessen von einem unendlich weit ent-
fernten Beobachter (siehe Gleichung 2.92)), wird auch das Maximum des
emittierten Frequenzspektrums rotverschoben. Die von einem unendlich ent-
fernten Beobachter aus dem Frequenzspektrum extrahierte Temperatur T1
ist somit die gravitativ rotverschobene, anscheinende Temperatur; sie setzt
sich wie folgt aus der wirklichen Temperatur T des Sterns zusammen:
T1 =
s
gtt(R)
gtt(rB ! 1)
T =
r
1  
2M
R
T (C.2)
mit: gtt(r) =

1  
2M
r

Die gemessene totale Luminusit at L, d.h. die pro Zeit durch eine Kugelo-
ber
 ache str omende elektromagnetische Energie ergibt sich durch das Stefan
Bolzmann Gesetz. Der von einem unendlich weit entfernten Beobachter ge-
messene Strahlungs
uss f1 erscheint wiederum rotverschoben, so dass sich
die totale Luminusit at L1 wie folgt schreibt213
L1 = 4D
2f1 = L

1  
2M
R

= 4SB R
2
1 T
4
1 ; (C.3)
wobei SB die Stefan Bolzman Konstante, D den Abstand zum Stern
und R1 den anscheinenden, durch die gemessene Luminosit at berechneten
Sternradius (Strahlungsradius) beschreibt
R1 =
R
q
1   2M
R
(C.4)
Kennt man den Abstand D zum Stern, so kann man durch die gemessene
Luminosit at die totale Luminosit at L1 berechnen. Durch das gemessenen
Frequenzspektrum l asst sich T1 festlegen und somit durch Gleichung C.3
R1 berechnen.
Tr agt man im Radius-Masse Diagramm die jeweiligen R1 = const-Kurven
auf, so erkennt man, da jede Kurve eine maximale Masse des Sterns impli-
ziert (siehe Abb. C.13). Diese maximale Masse wird unabh angig von dem
jeweiligen R1-Wert stets bei einem Radius von RT = 3M erzeugt, wie man
leicht mit Hilfe von Gl. C.4 zeigt:
d
dR
M(R;R1)




R=RT
!
=0 mit : M(R;R1) =  
R3
2R2
1
+
R
2
) RT =
R1 p
3
;) M(RT;R1) =
R1 p
27 ) RT = 3M (C.5)
Das Maximum der R1 = const-Kurven wird demnach stets bei einem
Radius erreicht, der dem entsprechenden Radius der Photonensph are des
Sterns entspricht (siehe Kapitel 2).
Norman Glendenning konnte mittels nummerischer Rechnungen zeigen,
dass eine allgemeine nichtselbstgebundene, kausale Zustandsgleichung poly-
troper Struktur, an die bei niedrigen Dichten die Krustenzustandsgleichung
von Baym, Pethick und Sutherland [49] hinzugef ugt wird, einen minimal
m oglichen Radius der Sterne impliziert. In Abb. C.13 ist diese Untergrenze
als braune Funktion dargestellt.2
2Diese Untergrenze des Radius gilt somit f ur alle Neutronen-, und Hybridsterne mit
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Abbildung C.13: Masse(in M)-Radius(in km) Diagramm. Die roten Funk-
tionen beschreiben R1 = const-Kurven, wobei der jeweilige konstante Wert
bei R(M = 0) abgelesen werden kann. Die schwarze Gerade kennzeichnet
den entsprechenden Radius-Wert des Ereignishorizontes bei gegebener Masse
(R = RS = 2M). Die blaue Gerade beschreibt den minimal m oglichen Radi-
us eines kompakten Sterns; die absolute Stabilit atsgrenze (R = 9=8RS, siehe
Kapitel 2). Die gr une Gerade beschreibt den Radius der Photonensph are bei
gegebener Masse (R = 3=2RS, siehe Kapitel 2). Die Photonensph are schnei-
tet die Maximalwerte der R1 = const-Kurven. Die braune Kurve, die sehr
nahe an der entsprechenden Photonensph are liegt, beschreibt den minima-
len Radius von kompakten Sternen, die eine kausale, nichtselbstgebundene
Zustandsgleichung besitzen [112].215
Die Resultate von Glendenning liegen sehr nahe der Photonensph are der
Sterne und zeigen, dass kompakte Sterne, die einen Radius unterhalb ihrer
Photonensph are haben, nur stabil sein k onnnen, wenn sie durch eine selbst-
gebundene Zustandsgleichung beschrieben werden.3
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Abbildung C.14: Masse(in M)-Radius(in km) Diagramm. a: Stark gebun-
dene Hyperonensterne, b: Nackte Quarksterne im NJL( = 0) Modell, c:
Hybride Sterne im NLZBag180 Modell, d: Hybride Sterne mit farbsupralei-
tenden inneren Quarkkern
Abb. C.14 zeigt einige der im Ergebnisteil besprochenen Resultate im
Masse-Radiusdiagramm (n aheres siehe [113]).
3Die weitere M oglichkeit einer nichtkausalen Zustandsgleichung ist unrealistisch.216ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Bis vor einigen Jahren gingen die gr oten Unsicherheiten bei einer sol-
chen Radiusbestimmung durch die Abstandsangaben in die Rechnungen ein.
Durch das seit einigen Jahren existierende 'Very Long Baseline Array (VL-
BA)', das Abstandsmessungen von kompakten Sternen durch Parallaxe- An-
gaben m oglich machte, ist nun eine pr azise Angabe des Abstandes m oglich.
Die derzeitig gr oten Unsicherheiten liegen in der Unkenntnis der genau-
en Beschaenheit der  ausseren Atmosph arenschicht der kompakten Sterne.
Obwohl die Ausdehnung der Atmosph arenschicht verschwindend gering ist,
ver andert sie das thermisch emittierte Frequenzspektrum der vom kompak-
ten Stern ausgehenden Strahlung. Nimmt man z.B. an, dass der Pulsar
'PSR B0656+14' eine einfache schwarzk orper Strahlung von seiner Ober-

 ache emittiert, so berechnet sich sein anscheinender Radius zu R1  7 8:5
km, 4 ttet man das Spektrum jedoch unter der Annahme einer magnetisier-
ten hydrogenen Atmosph are an, so berechnet sich R1  13   20 km.
Neben der Radiusabsch atzung des Pulsars PSR B0656+14 wurden weitere
kompakte Sterne gefunden, bei denen man Radiusbestimmungen vornehmen
konnte (siehe z.B [114]).
Abstand, Verteilung und "Kick"-Geschwindigkeiten
Aufgrund der Dispersionsverschiebung des Radiopulses ist eine Abstands-
messung bei vielen Pulsaren schon seit l angerem m oglich. Die Verteilung der
gemessenen Pulsare in unserer Galaxie veranschaulicht Abb. C.15.
Aufgrund der gravitativen Anziehungskraft des Sterns wird auerdem das
Radiosignal in den roten Frequenzbereich verschoben (siehe Kapitel 2). Diese
Graviationsrotverschiebung z h angt wie folgt mit der Masse und dem Radius
des Sterns zusammen:
z =

1  
2M
R
 1=2
  1 (C.6)
4Nimmt man eine Masse des Pulsars von 0:9M an, so w urde sich sein Radius zu
R  4   5 km bestimmen. Die untere Schranke R = 4:3 km ist theoretisch nicht m oglich,
da sie unterhald der absoluten Stabilit atsgrenze von 9=8RS liegt.217
Abbildung C.15: R aumliche Verteilung von 316 Pulsaren in unserer Galaxie.
Die transversale Geschwindigkeit des Pulsars ist ebenfalls in einigen Sy-
stemen messbar. Bei vielen Pulsaren fand man eine sehr hohe Geschwin-
digkeitskomponente transversal zur Rotationsachse unserer Galaxie ("Kick-
Geschwindigkeit"). Bei dem erdn achsten kompakten Stern, der zuerst 1992
mit dem R ontgenteleskop ROSAT gefunden wurde und seit 1995 im sicht-
baren Wellenl angenbereich mit dem HST beobachtet wird, fand man eine
transversale Geschwindigkeit von ca. 1=3 Bogensekunden. Dieser Stern, der
keine Pulsareigenschaften zeigt, aber eine thermische Strahlung von ca. 49eV
besitzt, ist 61
+9
 8 pc entfernt und besitzt bemerkenswerte Radius und Masse
Eigenschaften. Man fand, durch eine Zur uckverfolgung seiner Bewegung im
Raum, dass sein Geburtsort, sehr genau mit der Position einer Supernova
Explosion zusammenf allt, die sich ca. vor einer Millionen Jahren ereignet
hatte. Aus seiner derzeitigen Position und dem Ort der Supernova Explosi-
on berechnet man, dass er mit einer Geschwindigkeit von ca. 200 km/s aus
der (anscheinend asymmetrischen) Explosion herausgeschleudert wurde. Die
Kick-Geschwindigkeiten von kompakten Sternen sind jedoch nicht einheitlich,
sondern unterteilen sich in zwei separate Gruppen ( ahnlich der Unterteilung
bei Sekunden- und Millisekunden Pulsaren). Die eine Gruppe der kompak-
ten Sterne besitzt transversale Geschwindigkeiten zwischen 200   300 km/s
w ahrend die zweite Gruppe sich mit ca. 800 km/s durch den Raum bewegen.218ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Dieser Eekt scheint im Zusammenhang mit der Unterteilung von Supernova
und Hypernova Explosionen zu stehen.
Sonstige Gr oen
Des weiteren ist es in einigen Systemen m oglich das Magnetfeld, das Tr agheits-
moment und die Temperatur des Pulsars zu bestimmen (n aheres siehe [15]).
Neuere und zuk unftige Erkenntnisse

-Strahlenausbr uche und kompakte Sterne
Mit Hilfe der neuen 
-Wellen Teleskope BEPPOSAX und CHANDRA fand
man, dass durchschnittlich drei mal pro Tag sich irgendwo im Universum
extrem energiereiche Strahlungsausbr uche ereignen. Diese so genannten "
-
Ray-Burster" dauern von einigen Millisekunden bis hin zu einigen Minuten
an und emittieren in einem Mal mehr Energie als unsere Sonne in ihrer
gesamten Lebensdauer abstrahlt. Da man bei einigen dieser Ereignisse ein
Nachgl uhen im R onten-, optischen und Radio Spektrum beobachtete, konn-
te man den Durchmesser des emittierenden Gebietes auf einen sehr kleinen
Raumzeitbereich einschr anken. Bei einem dieser Strahlungsausbr uche (GRB
991216) gelang es,  uber die kosmologische Rotverschiebung der ausgesandten
Strahlung eine Absch atzung des Abstandes zu erhalten, bei der man einen
Wert von z=1 (Entfernung von ca. 7 Milliarden Lichtjahren) fand. Bei die-
sem und einem weiteren 
-Ray-Burst (GRB 990705) schloss man aufgrund
von Eisen-Absorbtionslinien in der empfangenen Strahlung, dass sich gr oe-
re Mengen von Eisen in der Umgebung des emittierenden Bereichs benden
m ussen. Aufgrund dieser Indizien schlossen Amati und Piro [87], dass die 
-
Strahlenausbr uche und die sehr energiereichen Supernova Explosionen (Hy-
pernova) in Zusammenhang stehen. In diesem Szenario ereignet sich der 
-
Strahlenausbruch wenige Tage nach der Hypernova Explosion und es entstan-
den dadurch die Eisenabsorbtionslinien in der gemessenen 
-Strahlung. Ein
weiteres Szenario, was zwar die Eisenabsorbtionslinien nicht erkl aren kann,
jedoch eine gute Absch atzung der H augkeit der Strahlungsausbr uche liefert219
ist die Kollision von Neutronensternen als Ursache der 
-Ray-Bursts. Im Ka-
pitel 3 dieser Arbeit wurde ein alternativer Erkl arungsversuch der Ursache
der 
-Ray-Bursts aufzeigt, der die Sichtweise von Amati und Piro unterst utzt,
jedoch als prim are Ursache f ur die millisekunden andauernden 
-Ray-Bursts
den Kollaps zu einem Quark- oder Hyperstern sieht.
Gravitationslinsen Eekte
Der magebliche Teil der kompakten Sternen in unserer Galaxie ist leider f ur
elektromagnetische Teleskope unsichtbar, da entweder deren Magnetfelder
nicht gro genug sind um Radiopulse auszusenden, die Abstrahlungsrich-
tung der Radiopulse nicht in Richtung der Erde zeigt oder sie sich jenseits
der "turn-of line" der Radiosichtbarkeit benden. Die Anzahl der Pulsare in
unserer Galaxie wird derzeit auf 105 gesch atzt, wohingegen die Anzahl der
Neutronensterne (bzw. kompakten Sterne) auf 109 gesch atzt wird. Gravi-
tationslinsen und zuk unftige Gravitationswellen Experimente stellen jedoch
M oglichkeiten dar etwas  uber die Eigenschaften dieser "unsichtbaren" kom-
pakten Sterne zu erfahren. Bei Gravitationslinsen Experimenten macht man
sich die Eigenschaft zunutze, dass Licht, ausgesandt durch eine Quelle (z.B.
ein normaler Stern in unserer oder einer benachbarten Galaxie) von massi-
ven, kompakten Objekten (Gravitationslinsen) abgelenkt werden kann und
dadurch anders wahrgenommen wird. 1979 wiesen Walsh, Carswell und Wey-
mann den ersten Gravitationslinsen Eekt nach. Der massive K orper, der hier
als Linse fungierte war eine gesamte Galaxie, die als Quasar bekannt war. Da
es sich hier um eine sehr massive und weit entfernte Linse handelte, beob-
achtete man mehrere Bilder der gleichen Quelle, d.h. man konnte die durch
den Gravitationslinsen Eekt mehrfach entstandenen Bilder der Quelle op-
tisch au
 osen. Da die Masse von kompakten Sternen viel geringer ist und
deren Abst ande, im Vergleich zu intergalaktischen Abst anden, klein ist, ist
eine optische Au
 osung der Bilder der Quelle bei solchen Linsen nicht mehr
m oglich, so dass man lediglich eine Intensit atserh ohung der Strahlung misst
(siehe Kapitel 2). Diese Art von nicht-au
 osendem Gravitationslinseneekt
nennt man Mikrolensing. Durch das Intensit atsprol eines solchen Mikro-
lensing E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Gravitationslinse agierenden kompakten Sterns zu bestimmen. Aufgrund der
 auerst geringen Intensit atsunterschiede ist es derzeit leider nicht m oglich
eine Aussage  uber die Rotationsgeschwindigkeit des kompakten Objektes
zu machen. Absch atzungen ergaben, dass man mit den zurzeit existieren-
den Teleskopen pro Jahr 2-3 Microlensing Ereignisse sehen k onnte, die von
kompakten Sternen in unserer Galaxie verursacht werden. Berechnungen der
zuk unftigen Bahn des erdn achsten Neutronensterns "RX J185635-3754" zei-
gen, dass sich dieser durch Zufall in ca. einem Jahr direkt vor einen normalen
Stern schieben wird, so dass ein Mikrolensing Eekt erwartet wird. Hierbei
wird eine unabh angige Messung der Masse des kompakten Sterns m oglich, so
dass man seinen erlaubten Masse-Radius Bereich weiter einschr anken kann.
Zuk unftige Erwartungen an Gravitationswellendetekto-
ren
In der Einsteinschen Gravitationstheorie (siehe Kapitel 2) existieren Gravi-
tationswellen, die sich mit Lichtgeschwindigkeit im Raum ausbreiten. Die-
se Gravitationswellen werden in der Sprache der ART als Verformungen
der Raumzeitstruktur beschrieben. Jegliche Art von Materie und Energie-
formen m ussen diesen Raumzeitschwankungen folgen, da die Raumzeit den
Untergrund unserer 4-dimensionalen Welt darstellt. Aufgrund der enormen
Schwachheit der Gravitationswechselwirkung ist es jedoch bis heute nicht
gelungen Gravitationswellen direkt nachzuweisen.
Im Prinzip entstehen bei jeglichen Bewegungen von Massen bzw. Energi-
en Gravitationswellen.5 Um experimentell  uberpr ufbare Auswirkungen hier
auf der Erde zu bewirken ist es jedoch erforderlich, dass die Quelle, die die
Gravitationswelle emittiert, extreme Eigenschaften aufweist. Die Quelle muss
einerseits sehr massiv sein und andererseits m ussen die in ihr enthaltenen
Massen bzw. Energien ihre Bewegungsrichtungen in kurzer Zeit  andern. Ge-
eignete astrophysikalische Kandidaten solcher Quellen stellen z.B. die Wech-
selwirkungen zwischen schwarzen L ochern, Kollisionen in bin aren Systemen,
Supernova Explosionen und Pulsare dar.
5Systeme ausgenommen, die vollkommene sph arische Symmetrie besitzen (Birkov
Theorem 2) oder axialsymmetrisch, station ar rotieren (Kerr Metrik 2).221
Der indirekte Nachweis von Gravitationswellen gelang bisher an zwei Sy-
stemen (Hulse Taylor Pulsar, SN1987A). 1974 erkannten Hulse und Tay-
lor bei dem bin aren Pulsarsystem "PSR 1913+16", dass die Abnahme der
Rotationsperiode bis auf 1 Prozent genau durch den Energieverlust erkl art
werden kann, den dieses System aufgrund von Gravitationswellen aussendet.
Mit Hilfe von resonaten Gravitationswellendetektoren versuchte man in den
vergangenen Jahrzehnten Gravitationswellen nachzuweisen, was leider, auf-
grund der begrenzten Empndlichkeit dieser Ger ate ohne Erfolg blieb. In
den letzten Jahren ist es jedoch durch eine neue Art von Gravitationswellen-
detektoren (Laser-interferometrische Gravitationswellendetektoren) m oglich
geworden, die Empndlichkeit und Frequenzabh angigkeit der Detektoren um
Gr oenordnungen zu verbessern. In den n achsten zwei Jahren werden welt-
weit 6 Laser-interferometrische Gravitationswellendetektoren in Betrieb ge-
hen. Des weiteren bendet sich ein Gravitationswellendetektor (LISA) in
Vorbereitung, der im Weltraum stationiert sein wird und der eine beachtli-
che Arml ange von f unf Millionen Kilometer aufweisen wird.
Das Prinzip eines Laser-interferometrischen Gravitationswellendetektors
basiert auf dem Prinzip eines Michelson-Morley Experiments . Zwei orthogo-
nal zueinander verlaufende Laserstrahle m ussen sich auf geod atischen Linien
bewegen. Wenn nun eine Gravitationswelle auf den Detektor trit, so kann es
(abh angig von der Frequenz und Intensit at der Welle) zu Laufzeitunterschie-
den der Strahle kommen, da die L angen der Geod aten durch die Raumzeit-
verformungen der Gravitationswelle beein
usst werden. Die Phasendierenz
der Laserstrahle wird durch Interferenz bestimmt, wobei die Empndlichkeit
des Detektors in einem bestimmten Frequenzbereich mageblich von der De-
tektorarml ange, d.h. von dem zur uckgelegten Weg des Strahls abh angt. Die
erwartete und schon erreichte Empndlichkeit des TAMA300 als Funktion
der Frequenz der Welle sind in der Abb. C.16 veranschaulicht.
Im folgenden werden diejenigen astrophysikalischen Quellen diskutiert,
die m oglicherweise in den n achsten Jahren mit Hilfe der auf der Erde statio-
nierten Gravitationswellendetektoren untersucht werden k onnen.222ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Abbildung C.16: Empndlichkeit des Gravitationswellendetektors TAMA300
als Funktion der Frequenz der Gravitationswelle.
 Bin are Systeme
In bin aren Systemen (z.B. Neutronenstern- Neutronenstern, Neutronen-
stern- Quarkstern, Neutronenstern- schwarzes Loch, Quarkstern- schwar-
zes Loch) kommt es im laufe der Zeit, aufgrund der Abstrahlung von
Energie, zu einer Ann aherung der Sterne, die ihr Ende in einer Kollision
ndet. Berechnungen zeigen, dass w ahrend einer solchen Kollision ein
"Gravitationswellen-Burst" erzeugt wird, dessen Intensit ats- und Fre-
quenzbereich geeignet ist, um mit den erdgebundenen Gravitationswel-
lendetektoren nachgewiesen zu werden. Der Endzustand einer solchen
Kollision kann (abh angig von der Gesamtmasse des bin aren Systems)
ein schwarzes Loch, ein Quarkstern oder ein Neutronenstern sein. Es ist
zu erwarten, dass sich die abgestrahlten Gravitationswellen in Dauer,
Frequenz und Intensit at merklich voneinander unterscheiden (n aheres
siehe [79]). Des weiteren kann es in engen bin aren Systemen, aufgrund223
der starken Gravitationskraft zwischen den Sternen oder aufgrund von
Akretionseekten, zu starken Quadrupoldeformationen der Sterne kom-
men, die in Verbindung mit der schnellen Eigenrotation der Sterne zu
einer periodischen Abstrahlung von Gravitationswellen f uhren k onnen
(siehe [79]).
 Sternkollaps
Bei einem Sternkollaps (Supernova Explosion) zu einem Neutronen-
stern, Quarkstern oder schwarzen Loch, kann es ebenfalls zu einem Aus-
senden von einem "Gravitationswellen-Burst" kommen, wenn w ahrend
des Kollaps der Stern groe Quadrupoldeformationen aufweist. Auf-
grund der groen "Kick-Geschwindigkeiten" (siehe [79]) ist eine solche
starke Asymmetrie w ahrend des Kollaps zu erwarten. Anhand der Dau-
er, Intensit at und Frequenz der empfangenen Gravitationswelle sollte es
m oglich sein den "Remnant" einer solchen Super- oder Hypernova Ex-
plosion zu identizieren. Eine weitere M oglichkeit der Aussendung von
Gravitationswellen, die in [79] n aher beschrieben wird, ist der m ogliche
Kollaps von einem Neutronenstern zu einem Quarkstern, Hyperstern
oder schwarzen Loch.
 Einzelne kompakte Sterne
Auch einzelne kompakte Sterne k onnen Gravitationswellen emittieren,
falls sie schnell rotieren und Quadrupoldeformationen aufweisen. Sol-
che Quadrupoldeformationen k onnen z.B. durch Pr azession verursacht
werden, falls der Spin und der Drehimpuls des Sterns nicht zusam-
menfallen ("Wobbling star"). Des weiteren k onnten normale n- und
f-Moden, die sich im Stern periodisch fortp
anzen, Quadrupoldeforma-
tionen verursachen. Pulsierende und gleichzeitig rotierende kompakte
Sterne k onnen auch Quellen von Gravitationswellen sein.
Diese Zusammenstellung von m oglichen Quellen von Gravitationswellen,
die in Zusammenhang mit kompakten Sternen stehen, ist sicherlich nicht
vollst andig und der wohl interessanteste Teil der zuk unftig detektierbaren
Gravitationswellenstrahlung stammt denitiv von "nicht erwarteten Quel-
len".224ANHANG C. BEOBACHTUNGSGR OSSEN VON KOMPAKTEN STERNEN
Die Nachteile einer zuk unftigen Gravitationswellen-Astronomie sind durch
die extrem schwache Wechselwirkung der Gravitation bedingt, was zur Folge
hat, dass man n achste Generationen von Gravitationswellendetektoren im All
stationieren muss, um die vielen St orquellen die sich auf der Erde benden zu
umgehen. Somit werden zuk unftige Detektoren, wie LISA, sehr kosten auf-
wendig. Die Eigenschaften und gerade auch die Schwachheit der Gravitations-
kraft machen jedoch auch gleichzeitig die Vorteile einer Gravitationswellen-
Astronomie aus. Die emittierten Gravitationswellen werden auf ihrem Weg
zum Detektor so gut wie nicht beein
usst (Gravitationslinsen Eekte sind
jedoch auch hier m oglich), so dass man Ein
 usse durch das interstellare Me-
dium vernachl assigen kann. Die emittierten Gravitationswellen werden nicht
wie die elektromagnetischen Wellen von einzelnen Atomen an der Ober
 ache
der astrophysikalischen Objekte erzeugt, sondern tragen die Information der
gesamten Energie des Objektes und dessen Dynamik. Gravitationswellen sind
vielleicht die einzige M oglichkeit schwarze L ocher direkt zu beobachten. Mit
LISA wird man viel tiefer in die Urspr unge des Universums sehen k onnen
(10 24 s), als es uns heutzutage mittels elektromagnetischer Wellen m oglich
ist. Selbst f ur den Fall, dass man keine Gravitationswellen nden sollte, ent-
deckt man eine Sensation, da man so beweisen w urde, dass die Einsteinsche
Gravitationstheorie so wie sie zur Zeit formuliert ist nicht stimmen kann.Literaturverzeichnis
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